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Прелисловзе къ 23-му издантю. 

Это изданю является значительно переработаннымь сравнительнс 
сьпредыдушими. Сущеетвонному измфненто подверглось прежде всего 
увхожене отрицательныхь и положительныхь чисель, 8 также 
чиселъ носоизмвримыхъ. 

Брежияя, искусстпонло внохонная, условность вь изложени чи“ 
селъ отрипательныхь топерь устранена; въ настоящемъ издан 
числа этя разомалримиютея конкротко, какъ спмволы для выра. 
‚жетя поличиить, имюниссь «номревлоне», т,-е. тазихъ величииъ, 
цоторыл могуть быть понимавмы въ двухъ противоположныхт 
смыслах, Хот \Ъ тикомъ вид излокоме теряетъ ту крагкость, 
которую оно имо пражхо, но Зато оно оъ значительной степени 
ВыЯгрынАеСь Ы6 лоности и ВЪ легкости усвосшя, да и потеря вт 
кратности отевели зозивтраждается твыы бсокрыпошями въ доль- 
увИтемь пупюь (при ивложенн первыхъ чотырехъ алгобраическихт 
зВиотий м наглВдовашя уравнены), кавя возуожно было ввосте 
Клагоднря болве подробному нзложенно отрипательныхь чиселъ, 

О ипионамрииыхь чиелахъ въ прежнихь издаяхь давалось 
понят, какъ о предл нёотораго ряда соизмвримыхъ чи- 
ль, Таков изложене страдало прежде всего логическниъ не 
доотАтнонт, пзвъетвымь полъ пазвавемъ «зеколдованнаго круга» 
(Мготьх У! 030$), такъ накъ иесоизмричое число опродфлялост 
ыы помоще предфла, тогда какъ поняше о числовомъ пре. 
КА уже предполатаеть предварительное установлене нонятя ‹ 
носомамримомъ числЪ и о разноети между несоизнвримымъ чис 
домъ и соизмвринымъ, Въ настоящемъ издаюи поняте о несо. 
изм®римыхь числахь п о дЪйстыяхь наль ними устанавливаетс; 
позаниовыо отъ понятя о предъль. Конечно, въ среднихъь вла 
гахъ гимпаци (и другиуъ соотв®тетвующихь учебныхь заводенй 
нвтъ возможности догь вполнЪ строгую теорю несоизмфрямыхт 
чисолъ. Одпахо мохно и должно требовать, чтобы то элементар 
мов повята, которое сообщаетея учащимоя въ этихъ классахъ ‹ 
несоизу\римыхь чнелахъ, не находилось въ противорьфи с 
научной теомей ихъ. Это мы ив ествойнлись выполниль въ настоя 
шемъ издащи елгебры. 

‚ Съ цвлью удовлегверить запросы наиболВе пытливыхь учения 
ковъ, особенно тьхъ изь нихъ, которые предполэгають продол. 
жать 6806 математическое образоваще въ высшемъ учебномъ заве. 
дона, мы сочли полезнымъ помогать въ конц вчига, въ вз 
вобаго приложеюя, болне строгое и подробное изложеще теори 



лесоизмЕрямыхь чисолт», пмотио теотуч, устанопловто Тодбкип 
домъ; теоря эта продагазляетея намъ боле доступной понимаше 
учащихся, чВмъ тори Мере-Кантора, Вейорштрассапдр 

Ивложен!е кокъ чисбль отрицательныхъ, такъ и песонзмВримыхъ 
велотоя нами все время при помощи графическаго представлен; 
чисель на числовой прямой, н, олБдовательно, иллюстрируетс: 
бооти’Втотвуютшими нагляднымя чертежами. 

Все вообще изложен!е элементарной алгебры было поцвергнут 
нами тшалельному пересмотру съ цБлью вездЪ, тдАЪ возможно, 
улучшить изложене какъ со стороны его простоты, ясности т 
убълительности, такь и :60 стороны отлфльи словесной формы. 
Укажемъ, напр., на ‘улучиен!е изложеня свойствъ разенствъ р 
уравненй, изслфдованя уравненй 1-Й степени, основныхъ свойствт 
извлечешя корней, главнЬйшихь свойствъ неравенствь, 

Изъ предисловя къ 25-му издано, 
Упрощено изложен!е основныхъ теоромъ о равтосильности урав: 

ненй. Упрощене ‘достигнуто тВмъ, что теперь дъ токотВ самихл 
теоремъ говорится только о прибавлеши къ частямъ уравнены 
одного и того же числа и объ умножеши частей уравношя па одле 
И ТО же число (отличное отъ нуля), тогда какъ прежде лобавдя: 
лось еще о прибавлеши алебраическаю выражещя и объ умпоке: 
Жи на алаебраическое выражеще, при чемъ это, выражеше мог 
содержать въ себБ неизвБетныя или не содержать ихъ. Теперт 
это добавлеше разсмотрЪно особо, боле обстоятельно, въ зам$. 
чан!яхъ къ теоремамъ. 
8 146, озаглавленный «Кажущаяся неопрехленность», перед. 

ланъ теперь затово. Въ прежнемъ изложени возможность сокра. 
шать члены дроби на общаг  множателя, обрыцающагоея въ 
при частныхь значеняхъ буквъ, допусвалась безъ всякихъ ого. 
ворокъ, вакъ сама’ собою очевидная; въ’ этомъ заключалась, 80. 
‘нечно, ошибка, тавъ каыъ сокраицене на © новозможно, Тепере 
вопросъ разобраяъ болЪе обстоятельно (на сколько это‘ возможис 
въ курсБ элементарной алгебры), 
Изложеню $8 224 («Значеше общихъ формуль корней : квадрат. 

пато уравиеня при &==0») нфсколько измВнено въ зевнениости 
оть изивненнаго излолошя «Кажущойся неопредЪленности».. ‚ 

Упрощено изложеше ‹ТБкоторыхъ свойствъ логариомовъ» (8 299), 
тать какъ теперь разечатриваетсл только тотъ случай, когда осно. 
вал!е лотариочовъ больше 1, тогда какъ прежре разематривалея 
и случай, вогдь это основаыше меньше 1. Тонерь‘’ поолВди! слу- 
чай отнесенъ въ мелкому шрифту, 

ее 



Чзъ препислов1я къ 27-му изданю. Р 

Измънено, соглаено замбчаню Уч. Кох. Мин, Нар. Пр., опре 
«Блон!е одночлена, и 

Н5окольво дополноцо (обоблиено) изложеше объ уравношяхь 
содержащих въ знаменатедяхь неизв Ботныя. 
„ $ 224 (.Значаще общихъ форчулъ корней квалралнаго уравко: 
шя при @ == 0») иоложенъ болье обстоятельно, при чемъ этот” 
цараграфъ разбптъ на ди 224 п 224,5. 

Въ $ 810 (+По данпому ие найти логариемъ») нЪеколькс 
ивчзнепо объяспене нахождо и Сов 74,2354 и добавлено (мел. 
БИЗГЬ шрафтомъ) обобщешо лрюме нахождейя нь обниЙ случа 
Той (и-®)... 

‚ Добавлены (моелкимъ шрифтомъ): 8 8, & ‘(«Преджль погрВш. 
ности приближенны логирнома») и 811, Ь («Случай, когда дах 
ное число источное»), 
и Въ $ 312 нмжолько измБнопо объясиово нахождовя числа ш 
ханному логариому 2, 69449 и добавлено (мелкимъ шрифтомъ’ 
обобщейе промо на какой угодно 5-тизначный логприемъ. 

‹ Добавлонь (молкимъ шрифтомъ) 8 313, а («ПоедЬлъ погрфитио- 
тя р паЙденнаго по данному логариому»), 
Въ $ 816 примЪръ 1-й (на вычислен1е помощью логариомовъ’ 

ВЗЯТЬ иной, бое удобный, при чемъ добавлонъ $ 316, а (мел: 
имъ шрифхомъ), въ когоромъ находитея предфлъ, погрышност 
чнела, наЙлоцтаго въ примЬрБ 1-мь. Примбоы 2-й и 3-Й оста. 
влоны ирониЧо, но сдфланы въ нимъ хобавлешя (мелю. шр.) ‹ 
продл погр Битогти. 

‚ Прежнее «Приложеше 2> (въ концв кпиги, о предьлё погрБи. 
поет, сопорпаемой при вычислеши помошью илтнззачныхъ лога- 
риемовЪ) топорь выпущено, такъ какъ содержане этого прило- 
вошя (нъ иЪоколько упрощенномъ вихЪ) отнёеено теперь частьс 
\Ъ 6 811, & частью къ $8 813, а. ВзамБияъ того теперь помВщено 
0109 «ГП риложоне 2», вь ноторомъ излагавтоя нахождеше ворх 
няго продфла погрёшности, соворшаемой велВдетв!е допущеня 
пропорцюняльности разностей между логариомами разностамъ со- 
отьБтотвующихь чиселъ. ‘ 

Изъ предисловя къ .28- -му изданно. 

Повл% «вагобраическаго аи ‘ добаллень (мелкимъ ириф- 
томъ) нозая везьма важная для основъ алгебры главь УТ: «Усло» 
тля тождеетвенпоети многолленовъ»; въ которой устанавливается 
зоконз тождества чноочтеновь съ однямЪ и съ нЗоколькими пе- 



„ними 4, вакъ сдрдотые изъ него, выводятоя обнозначносни 
„ифвыхъ четырохъ алгобрамческихь хьйотв изъ мчогочленами. 
Тькимъ образомъ, ощушавшеяся въ прежвихъ изхьняхъ недоста- 
точность обосновашя. нВкоторыхъ осяовныхь вопросовъ вдемен 
"тарвой алгебры теперё устранена. 1х, г: 

Въ прежнихь излашяхь изложен!е теорем» объ трипатедьения 
показателяхь было разбросьно по разяымъ мЁстамъь курса, Тепер: 
все, относящееся до этихъ показателей, собрано въ одно дЪ 
и помфщено выфетв съ главою о дробныхъ и ирращональн 
показателяхь непосредственно поредъ отдёломъ («Логариемы»}, 
въ ноторомъ является впервые. настоятельная потребность вт 
обобщен понятия о ноказателВ на всВ виды вещественныхъ чисель. 

Въ 8 235 (мелкимъ шрифтомь—«Освобожден!е уравнешя оту 
знановь радикала помощью неопрелфленныхь кооффищентовъ». 
едвлано небольшое хобавлее (въ согласв со стальею прив.-дон. 
Е. Л. Бузицнаю-«К»ъ. вопросу объ освобождени ‘зваменател: 
дроби оть радикаловъ», помфщенною въ В$отивкв опытной фи 
вики’и элементарной математики за 1915 г., № 637), хобавлене 
разъясняющее, ‘что указанный сповобъ веегда приводить къ абли 

Съ пвяью по возможности сократить объемь учобника мы устра 
или изъ настоящего‘ издашя помфшавиияея прежло въ вони 
ъвиги (необязательныя для прохожленя) два приложеня: одио 
излагаюнее теор ирралмональныхь чисель, какъ овчен!’ в 
области чиселъ рашональныхь, и другое, устанавливающее пр 
помоши хогарномическаго рядё размьръ погрёшности, происходя. 
шей‘ оть хопушеня, пропорцюяальности разностей между. лога. 
рнемами разиостяуъ между оботвтетвующиии числами. 

_ 1 . 
р: 

Предислоше къ `30-му издано. 

Изъ Нобольшихь изнонИ вводонныхь въ ‚это уу, ука 
кемъ сл5лующя: °| 
`Выпушенъ прожей $ 84 едем воли иногочленъ обрипает 

въ нуль, при я различкыхь значешихь поромвВаной, то...) по ом 
безполезновтн въ курс элемонтариой влгобры; вобравио съ Эгом 
вфеколько измфнено замбчаню къ 5 85 ©. 

$ 117 (Уравнешя, содержащая въ внаменатоляхъ поизвВетныя) 
во 1-хь, соединенъ въ одно цВлоё съ заифчаномъ ‹ предылущегс 
8 116, во-2-хъ, значительнь сокралцонъ, такъ таль изЪ ного выпу. 
щено все то, что говоритея 6 рёшова 2==е (тая рьшевя Вт 
элементарной алгебрв преждевременное разематривать). и 

Вее содержаще книги гщалельно, просмотрьно в иенравлено: 
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ОТДЪЛЪ 1 

Продварительныя понятия. 
реалии 

ГЛАВА 1. 

Алгебраическое знакоположен!е. 

1, Употреблен:е букяъ. 1) Для обобщеня задачъ. Если 
жолаютъ укпыать, каКЪ р$5шаются задачи, сходныя между со- 
бою 19 удомямъ, но различающйяея только величиною дан: 

Вых Чипедь, то обыкновенно поступаютъ такъ: обозначают дан: 

Яыд числь буквами (латинскаго или франдузскаго алфавита !) и, 
равоуждия сопоршенно такъ, какъ если бы данныя числа были 

выражены цыфрами, указывають посредствомъ знаков, какая 
ДЪИстьИ Ипдо произвести надъ данными числами и въ какой по. 

садовательпости, чтобы получить искомое число. При этомъ, обо- 

зиачииь одно число какою-нибудь буквою, друг1я числа обознача- 

ть иными буквами, чтобы не смВшать одного числа съ другимъ. 

’ Пусть, папр., мы желаемъ узнать, какъ рЬшаются задачи, 
еходпый съ такой: 15 рабочихъ окончили нфкоторую работу 

ръ 20 дней, Во сколько дней окончили бы ту же работу 10 че. 
ловЪкъ? Для этого предлагаемъ задачу въ общемъ видь: 

а рабочихъ окончили нЪкоторую работу въ Е дней. Во скелькс 
дней оковчатъ ту же работу $ рабочихъ? 

‚ Рьшинъ эту задачу приведещемъ къ одиниц%. Если 4 ‚рабо: 
чихь окавчивають работу въ #{ дней, то 1 рабочему на выполнена 
пириидиииииоиатьнь, ава в 

1) Употребительшы также и буквы греческаго алфавита, чаще всего сл. 
хующье а (альфа), В (бэта), 7. (гамма), 8 (дельте), = (эпеилоя?), ® (тэта), * (пи) 

р (ро), $ (фи), ® (омега). 

А. Кнселзиъ, Алгебра, 
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к р « ‘жа 

р 
той же работы а ха дней, а6 раоочимъ дне 

ЗВ #3 ‹ # м } й 

 Обовначцеъ искомое число дней буквою т, можемъ написать: 
ль 1 м 

са, 

Равенство это наз. алгебраическою формулою, оно выражает? 

что искомое въ задач, число. х получится, если число дне 

умножить на число рабочихъ, данное въ услови задачи, и ра: 

дфлить на число рабочихъ, данное въ ея вопросф. 

2) Для выраженя свойствъ чиселъ. Если желаемъ кратко вы 

разить, что н5которое свойство принадлежитъь не какимъ-нибу 

отдфльнымъ числамъ, ‚а всВиъ числамъ, или группВ чиселе 

то обыкновенно числа, эти обозначатотъ буквами. Такъ, свой 

ство, что произведен!е двуФь чиселъ не изиёняется оть пере 

уЪны порядка сомножителей, можно выразить равенствомъ: 

аЖь=6Жа. . 

‚Это равенснво ‚есть , алгебраическая формула выражающая 
что произведене какого-нибудь чиела а ва другое какое 
нибудь число 6 равно произведению этого другого числа ф н 

первое чисдо а. ь 

„9. Алгебраичесноё выражешще. совонупность чисел 
изъ которыхъ всЪ или только нфноторыя выражены буквами и кот 

соединены посредетвомъ знановъ, указывающихъ, кая дЪИств! 

и въ какой послЬдовательности надо произвести надъ этими числ 

Называется алгебраическимъ выраженемъ (или просто выражен емъ 
› } ль Се 

. "Таковы, напр., выражения: а аже 2.45, 
Ур. 

Вычислить алгебраическое выражен!е для данныхъ чисдеп 

ныхь значенй буквъ ° значить подставить въ него на Мот 

буквъ эти значевя и произвести указанныя дЪйстил; .Ч404‘ 

получившееся посл этого, наз. численною величиною влгобрим 
ческаго выражен!я (для данныхъ значенй букот), Так, чя 
ленная величина перваго изъ указанныхь выше виралкот! пр 

{= 20, а=15 иф-==10 есть 30, 



— в — 

.. Формула. Два алгебраичесия . выражения, соединенныя между 
собою знаномъ равонства. или ое образуютъ алгебраиме» 
ную. формулу; нимф: =. , 

—_ В а ааа 1>е р 

‘3. Томдеотвенныя выражена, Два алтебраяче- 
скихь вырижошя до, тождоственными, если при всякихъ. 
чпелонимхь опачешлхь буквъ опи имзють одну и ту же числен- 
чую, зедичииу, 'Гакопы, папр., заре: Е` 41 

1%. Л ху; ахь и Ха 

‚ 4. Предметъ алгебры: Алгебра прежде всего указы- 
петь спобобм, посредотвомъ которыхъ одио алгобраическое вы- 

рашон мощь быть преобразовано‘ въ другое, тождественное 

сому, Цль такого‘ преобразован!я можеть быль различна: 

‚ ли 1) упрошоне алгебрапческато выражепя, Т.е. вам на 
оДио\0 Имращошя другимъ, содержащимъ мевышее число ДЪй- 

стай, или бодфо простыя дЪйствая; 
‚ияи 9) уриподеше алгебраическахо выражен1я къ виду, ыы 

пому длк обиаруженя какихъ-либо свойствъ его; 
№ или 8) приведоше алгебраическаго выражешя Еъ виду, Е 
шоу дли випомппаная. 

‘О другом» пазначени алгебры будетъ сказано впослЬдетви 

6 100), , 
`В. Дъйотыя, разслатриваемыя `въ алгебръ, 
одИдущищь сложен!е, вычитание,” умножене, дЪлено, возвы“ 

шешо зь стопонь и извлочене корня ').. Опредвлешя первыхе 
пати АЪЙстьШ известны изъ ариеметики, & именно: ‚, ‚ 

’ бломее ость дЪиствпе, посредствомъ котораго нЪсколько чи. 

сеть соедиииотся въ одно число, называемое ихъ суммой.‘ у № 
 Вычитан!е\ ость дЪйстве (обратное оложенйю), посредствомъ 

котораго пд даитой сумы (уменьшаемому) и одному. слагае: 

мому (вычитасмому) отыскивается другое слагаемое (оотатокь 

или разность), 
вы 

1} О седьмомъ о ‚говориться, ре. коли 

ВНИГи 06060, 
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`Умномене на цфлое число есть дёйстве, посредетвомъ кото. 

раго одно данное число (множимое) ' повторяется слатаемымт 

столько разтъ,’ сколько единдцъ въ другомъ данномъ числ] 
(80 иножител $); умножене на дробь есть дЕйстве, посредетвомт 

котораго отыскивается такая дробь оть множимаго, какую мно 

житель составляеть оть единицы. а * 

Дьлеше есть дЪйстве (обратное умножен1ю), посредетвомт 
которахо по данному произведено (дфлимому) и одному 
сомножителю (дВлителю) отыскиваотся другой сомножител: 

(частное). зы о 

Возвышене въ степень есть дЬйстве, поередствомъ котораг 
находится произведене нЪсколькихь одинаковыхъ ‘сомножите. 
лей; такое произведен! называелея стеленню, а число оди: 
наковыхь сомножителей—п оказателемъ степени. Такъ, 
возвысить 2 въ четвертую степень значить найти произведе 
ве 2.2.2.2 (оно равыо 16); 16 есть четвертая степень двухЪ 

4— показатель этой ‘степени. Вторая степень называется иначе 
нвадратоиъ, третья—нубонъ. | 
Первою степенью числа называют само это число, 
Шестое дЁйств!е —извлечен!е корня--опред®ляется такъ: 

Извлечене корня есть дВйств!е (обратное возвышению въ сте 

пень), посредствомъ котораго по данной етепени и показателк 
этой степени находится возвышаемое число. Напр., извлечь изт 
8 корень третьей степени значить найти число, которалх 

3-я ̀  степень равняется 8, такое число. есть` 2,, потому чт 

2.2.2 ==8; корень второй степени изъ 100 есть 10, потому 91 

10.10 -=100. Корень второй степени называется иначе нвадрат. 
ныиъ, а корень третьей степени — нубичнымь. рек 9 

6. Знаки, употребляемые въ» алгебр+. 1) Дл 
обозначеня дЪЙйств#. Въ алтебрЪ для обозначеюмя первыхъ че. 

тырехъ дЪйствЙ употребляются т же внаки, какъ и въ арие. 

метакВ; только знакъ умноженя обыкновенно не пишется, есле 

оба сомножителя илм одинъ, изъ них. выражены буквами 

напр., выфсто того, чтобы писать а ЖФ или а. Ъ, ‚ обыкновенис 

пишуть аб и вмфсто 3.@ просто За. ' 

_ЗВозвышене въ степень обозначается помфщешемъ показателя 
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степени надъ возвышаемымъ числомь, съ правой стороны; напр. 
24 обовначаеть, что 2 возвышается въ 4 ю степень. ° ›.:“, 
При всякомъ числЪ можно подразум$вать показателя, 1; напр. 

а все равно, что @\, потому что первою степенью какого-нибуд 
числа низ, само это чиело. 

‚ Извлечен!е корпя обозначается знакомъ у —; подь его гори 

зонтальной чертой пишуть то число, изъ которато надо извлеч: 
корень, & падЪ отворсмемъ угла ставятъ показателя корня 

напу., 8 овпачаоть корень 3-Й степени изъ 8. 
° Впрочемт, квадратный корень принято писать безъ показа 

толя, т„а, тикъ: У25, УТО0 ит. д. 
8) Для уназан!я равенства или неравенства чиселъ. Какъ знак 

соотвошешй между численными величинами употребляются 
звакъ рипоистьа = и знакъ неравенства >>, обращаемый отвер 
сщемъ угла къ большему числу. Напр., выражения: 

ны в--2=7; 5--2>6, 548% 

аНтВтОЛ чанъ: 5--2 равно 7; 5--2 больше 6; 5--2 меньше 10 
^ Иногда поифщаютъ два знака другь подъ другомт; капр. 

выражон!я! 
, 1) а=5; азы 3) а 

2 

овилчоты 1) а больше или равно 6; 2) а больше или меньше 8 

и. в ПЛЮбЪ или минусъ 6. 

‚ Употрабитольны еще знаки э-, Ъ, <, получаемые перечер 
виронемь внаковъ равенства, или неравенства. Такое перечер. 
киван{е оэпачасть отрипане того значеня, которое придаетс; 

знаку воперочоеркнутому. Такъ, знакъ 52 означаеть: «не равно». 
змакъ 4 оппатаеть «не меньше» и т. п, ' 
` Я) Дия уназаня порядка дЪйствй. Если желають выразить, что, 
совершив каков-либо дЪйств!е, надо надъ полученнымъ резуль. 

татомъ пройовости снова какое-либо, дЪйстые, то обозначение 
перваго дёёстьт ваключаютъ въ скобки. Напр. „. выражеше: 

— (0+5) 

означает, 910 изъ 20 вычитается не 10, а сумма отъ сложения 
10 съ 2; сйвд. при вычислеви этого выражевая надо сначала 



сложить 10 и 2 (получимъ 12) я зат5мъ Па сумиу вы 

честь изъ 20 (получимъ 8). у еж ‚о 

‚ Когда приходится ваключить въ Скобки такое выражене, в 
и есть свой, скобки, то новымъ „скобкамъ придаю 

какую-нибудь другую форму. Напр., Вр 
==. 

«в -в+4—9 
эзначаетъ, что изъ 4 вычитается е, полученная разность при 
кладывается къ с, полученная сумма вычитается изъ и па эт 

ги ое умножается а.` ‘° в 1 | 
А $ е “ ‚‹ 

7. НЪноторыя Замены" относительно ‘упо 
требленя снобоктъ: Такъ какъ употребдене скобок 
инфеть цфльюо указать, въ кажомъ порядк надо производит 
дЪйстия надъ ‘числами, То скобки отбрасываются во всВ 

тЪхь случаяхь, когда и безъ ‘нихЪъ не можеть быть въ Этом 
отношен!и недоразум ня. Напр., скобки не смавятся при обозна 
чеши послфдовательныхъ оон, вычитанй, а. такъ 

зыфсто (еть--а-а: “ототуть Е 
(а—в) --—4: », а-5-+-е—84 
[(а5) а »-, рафой. , 

Въ этихъ случаяхъ порядокь дБЙствШ утавываютоя" самим 
выраженемъ (слЪва нап право). . 

Горизонтальная черта, употребляемая для обозначеня д®ле 

з1я или для извлеченя НХ замфняеть собою скобки; та 

выражен\яг 

ря 

ца 

означають то ше самое, что и выраженя: 

(если только черта берется достаточной длины). ‹ | 
" КромВ того, чтобы уменьшить число случаевъ, когла над 

писать скобки, условились держаться слфдующаго правил 



алгебраическое выражен!е пишутъ безъ снобонъ, если при его вычио» 

ленГи дфйсте!я должны слЪдовать въ таномъ порядк$: сначала возвыше- 

н!е въ степень и извлечен!е корня (конечно, если эти дёйст8 я ука, 

заны), затфиъ умножене и дфлен!е, и, наконецъ, сложенге и вычитан[е, 
Если же нужно указать иную посл$довательность дЪйствай, 

или если прим®нене указаннаго правила возбуждаеть какя- 

либо сомн!я, то пользуются скобками. ` - 
Напр, Въ такомъ выражени, написанномъ безъ скобокъ 

г 

указаны 8 дФйстья: а, возвышение въ степень и сло. 
жен!е,. Оотласно правилу эти дфйствя должны быть произве- 

дены въ такой послВдовательности: свачала возвышение въ сте- 
пень, потомь умвожене и послБ сложене, Итакъ, надо сначала 
возрысить рЪ кралрать; но что возвысить: только ли число 6, 
или проивиедее 05? Конечно только число 5, такъ какъ если бы 

требопалось возвысить въ квадратъ произведен!е аб, то сначала 

надо было бы сдЪлать умножение (а на 65), а затВыъ возвышене 

въ Киилри”Ь, Т.-0. надо было бы совершить дЪйствя въ порядк® 

ион”, чАмЪ указано въ правиль, и тогда нужно было бы поста- 

вить скойки, именно такт: (а65)*. Посл возвышен!я в въ квадратъ 
пало Имрейти къ умножено. Но что умножать: а на 5*,. ити а 
на сумму 2% -|- с. Конечно, а на 5*, такъ какъ если бы требовалось 
умпокить в па сумму 0*--с, то сначала надо было бы сдфлать 
сложен чисолъ 9 ис, а затёмъ уже умножен!е, т,-е. тотда 

дЪйстми должны были бы совершаться въ порядкВ иномъ, чБмъ 
указано въ правил, и, слд., нужно было бы поставить скобки, 
& имонпо, пиписать такъ: а(53-|- с). ‚^’. с 
‚ Бели Лапо выражене а:6е, въ которомъ только два дЕН- 
ств л: Дфлошо и умножен!е, то остается невыясненнымъ, какое 

изъ этихъ дойстий должно бытЬ выполнено сначала (такъ какъ 
въ укаопиномъ выше правил объ этомъ ничего не говорится); 
для избикашя педоразумЪфн1й въ подобвыхъ елучаяхь лучше 

ставить скобки; осли мы напишемъ такъ а:(5е), то сначала 
надо ® умножить пас, а затфуъ раздфлить а на произведеше $; 
если же скобки поставямъ такимъ образомъ: (&:5)с, то прежде 

придется раздтлить а наф, а ватВыъ это частное умножить на 6, 
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Впрочехь, выражен!е а:$6, написанное безъ скобокъ, при 

нято понимать въ смыслВ а: (56), т.-е. что надо сяфлать сначала 
умножен{е, а потом? двлеше. 

ГЛАВА ПИ. 

Главнфйш!я свойства первыхъ четырехъ ариемети- 

ческихъ дЪйствй. ея 
\ 

3. Свойства прямыхъ д5йств: сложеня и 
умножения. Изъ свойствъ этихъ дЬйств!Й укажемъ слфдующя 

1°. Сумма не измфняется оть перемфны порядка слагаемыхъ. ** 
Напр., сумма 7--3--2 равна 12; если изынииъ какъ бы то 

ни было порядокъ слагаемыхь, напр., такъ 3--2-|-7, то по. 
лучимъ все ту же сумму 12. а 

° Свойство это въ примфненй къ тремъ рлагаемымъ можнс 
выразить такою буквенною формулой {обозначая буквами а, 

Бис какя-нибудь три числа): . : 

а--ь--е=ае-- = --а-Ре=ь--е-а=.... 
‚ Это свойство носитъ назван{е перемъстительнаго, такь какъ оно 
Состоит въ нонзизняемости суммы отъ перемфщеня слагаемыхьъ. 

›, 28, Сумма не измфнитоя, если каня-либо слагаемыя мы замфнимъ 
ихь суниою. 
Напр. сумма 12-- 8-7, равная 2, не измфнится, если вт 

ней кавя-нибудь слогаемыл, папр., 0т0р09 и третье, вамЪнимт 
ихъ суммой: 12 -|- (8 --7) == 12 -|- 10 = 22, \ р 

Свойство это называется оочетательнымь, такъ кавъ оно со. 
СТОИТЬ вЪ томъ, что нзеколько слагаемыхъ, не измВняя суммы, 
мы можемъ сочетать (соединять) въ одно число.“ 
Въ примфнени къ тремъ слагаемымъ сочетательное Войт 

можно выразить такой фориулой: 

в--Ъ-6=в4+-0--9'. 
._ № Заыфтвмъ, что безнолезно было бы писоть таьъ. Че = (а +5) в, 
такъ какъ выражен!е со скобками (а--5)-|-с означаеть совершенно то же 
самое, что и выражение безъ скобокъ а-|- 5-е, а именно, чтб къ @ прикла- 
зывается $ и къ полученной сумч5 прикладывается с. 
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Читая это равенство справа а т... такъ: а-- (5-- с) = 

==а--8--с, мы можемтъ высказать то ще сочетатольное свой 
етво въ другой словесной форм: чтобы къ какому-нибудь числ! 

прибавить сумму, достаточно прибавить нъ вы числу каждое сла 
гаемое суммы одно за другимъ. р 

‚ Изъ сбчетательнаго свойства, между , прочимъ, двдуеть 
чтобы ‘вычислить сумму нЪсколькихь слатаемыхь, можно раз 

бить эти благаомыя на кая угодно группы, произвести сло 

жене въ каждой группВ отдзльно и полученныя суммы соеди: 
динить ВЪ ОДПУ. '. С, к йе 

‹ 8°, Произведене не измфняется оть перемфны порядка сомно 
жителей, 

Такъ 2,5/7,8==3.2.5/7 —=5/7,3.2 == 

'Вообще! аб — ась = са = ,.. 

Это перомфотительное свойство умножен1я доказано въ ариеме. 
тикВ спачала для цзлыхь чиселъ, а затВиъ и для дробей. 
> 4, ,Произиедон!е не измфнится, если канкихъ-либо сомножителей 

ны заифнииь ихъ произведенемъ. 
Напр, произведеше 7.2.5, равное 70, останется безъ изиЪ 

хен!8, обли сомножителей 2 и 5 замфнимъ ихъ произведе 

Нем: 7. (3,5) == 7.10 =70. 

’ Въ примфиоши къ произведению трехъ соиножителей сочета: 
тельное спойство уиножен!я можно выразить такимъ равенствомъ. 

@5с == @(5с). 

Читая эго равопство справо налфво, мы можемъ то ›же соче 
тательное свойство выразить иначе: чтобы умножить какое-нибуд! 

число (а) на произведенте (5с), достаточно умножить это число +: 
перваго сомномителя (получимъ аб), результать унножить на второг 

сомножителя (получимъ абс) и т, д. 
- Изъ сочетатольнаго свойства ‚ умноженИя, между прочимъ 

елфдуеть: чтобы вычислить произведене нфеколькихь сомно: 
жителей, можио разбить этихъь сомножителой на кая угодн‹ 
группы,” произвести умножене въ каждой трупп отдЪльно г 

полученных -произведон!я перемножить. 
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*. Чтобы ‘умножить суму на наков-нибудь число. достаточно умн 

жить на это чиоло каждое слагаемое отдфльно м полученныя произве- 

денНя оложить. ›'› о 
„Так, чтобы умножить сумму 300 -- 20-55 (т.-е.. число 325) 

на 8, достаточно умножить на 8 отдлЬно 300, 20 ‚И 5 и полу- 

ченныя числа сложить. ‹`’ ' ви . 2 И дв 

.- Это свойство произведеня называется‘ распредфлительнымъ, 

такъ какъ оно соетоить въ томъ, что дВЙйстве умноженя, про- 

изводимое надъ суммой, распредвёляется на каждое слагаемое, 
Въ примфнен!и къ сумм% 2-хь слагаемыхъ это свойство иокно 

выразить такой формулой: 

_ (а--Бе=ае- в. 

Такь какъ произведене не мфняется отъ’перемёны поряди> 
сомножителей, то формулу эту можно писать и такъ: 

, г с(а-| 5) = ва --- 65. и. 

Поэтому распредьлительное свойство иногда высказываютъ 

такъ: чтобы умножить какое-нибудь число на сумму, ‘достаточно 

умномуть это число на каждое слагаемое отдфльно и полученныя 
произведеня сложить. ^ з : 

у 

9. Свойства обратныхть дЕйств:й: вычитаня 
и дБленя, Изъ свойствъ, принадлежащихь обратным дЪй- 
стизмъ, т.-е. вычитанио и дёленю, укажомъ слёдующя: 

‚ 1°, Чтобы отнять отъ наного-нибудь числа сумму, достаточно 

отнять отъ этого числа наждое слагаемое одно за другим. ` 

„Такъ: 20—(@-8+ 2)=20—3—8—2. 

Вообще: | а Фо+ а =а—Ъ—е—4. 

Это свойство можно Е очевиднымъ. ‚. 

2°. Чтобы прибавить нъ какому-нибудь числу разность, достаточно 

прибавить къ этому числу уменьшаемое и вычесть вычитаемов. м 

Так: 86-8 =8-5—8. 
` Вообще: а =е-ь—о 

} 

ДЬйотвительно, если второе’ елатаемое узеличимъ на ё, т.-е, 

вмЪсто $—с возьмемъ $, то получимъ сумму а--65; но оть уве 
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личеня слагаемаго на с, сумма увеличивается также на 6; сл®д., 
искомая сумма должна быть меньше а--6 на с, т.е. она`бу. 
деть а--6 — с, , 

3. Чтобы отнять отъ’ накого-нибудь числа разность, достаточно 

рать нъ этому о вычитаеное и затьиъ отнять уненьшаеное. 

Такь: 4— (6—2) =442-:5, 

Вообще; | а—6—@=а--е—5). 

Дъйотвитолтио, если мы -увеличимъ уменьшаемое и вычи- 
таемое на 0, то разность не изм®нится; но тогда уменьшаемое 
будеть а-- 0, & вычитаемое 6; слЗд., разноств будеть а--6 ==, 

„'4, Чтобы рездфлить каное-нибудь число на произведенте, доста» 
точно раздфлить это число на перваго сомножителя, полученный ре- 
зультать На Второго, ПОотомь на третьяго и т. д.’ 

Так! 400: (4,2.5) == [(400:4):2].5 == (100.2):5 =50:5 == 10, 
5°, Чтобы раздфлить произведене на накое-нибудь число, доста- 

точно раздьлить на это число накого-либо одного сомножителя. › 

у Так, Чтобы раздЪлить произведение 10.8 на 2, достаточно 

разлить ип 3 яли 10, или 8; въ а случа получии» 

5,8 = 40 И 2о второмъ случа 10. 4==40.- 

‚10. Прим- -ъьнен!е этихъ свойствъ. Указанныя свой- 
та повиомноть дзлать нфкоторыя простЬйн!я преобразованя 
О зыраженй; приведемъ этому примфры: 

1) а-- 9-2 --Ь--а- == (ааа -- 6-9 
9 + (31-48) =а.3--5.2-- 10 =За-+%--10. ^ 
2) в-|- (№ -- а) жа --6-- а== (а--а) 6 =2а-$. 
‚3) в. (Заеа), (4иу) = а. 3.2.2.а.4.а.у==(3.4} (ава) (ау == 
о А _  › 1999 у. 
4) д?д1 ва (даа) (па) = ваваа == 0%. №. =- 
5) (в--=2--1), З=та.3-|- 2. 3--3 = 8а-- 32-23. 
6)` 2(в2*-- в) ши © (441) -|- 2х == хали-- ат ==9(52) -- ит = 
ой 18. = 02° -- 21, 

7) т-|- (а — т) = т-ра—т-=а-т-— та. 

а а | 
5) лето. : г ы 
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ГЛАВА. Ш. 

Положительныя и отрицательныя числа. 
ы реа ? 

|. Предварительное зам чан!е. Въ начал курс 
ариеметики мы разсматривали число только, какъ собран! 
единииь; въ этомъ смысл число представляется всегда п* 
лымь. Мы видфли тогда, что для этихъ’чисель два обратны: 
дЪйстня—вычитан!е и дфлен!е-—не всегда Бозможкы, а имение 

первое невозможно, когда вычитаемое больше уменьшаемаг 
(напр., нельзя вычесть 7 изъ 5), а второе“ невозможно, когд 
двлимое не кратно дёлителя (напр., невозможно раздёлить 1 
на 6, или 3 на 7). Перейдя затёмъ въ ариеметикВ къ другом 

понято о числ, кайъ о результатВ измфреня‘ зеличинъ, м: 
должны были расширить область чиселъ, введя поняте о дроб 
номъ числф. Это распирен!е дало памъ ВОЗМОЖНОСТЬ выражат 
числами и так1я значенмя величин, въ которыхъ единиц 
измфрешя не повторяется дзлое чиодо равъ, или которыя меньш 
этой единицы. При этомъ, между прочииЪ, оказалось, что © 
введенемъ въ ‘ариеметику дробиыкъь чисолъ дйстве дЪлен:, 

едвлалось возможнымъ и въ тфхъ случанхь, когда дфлимо 
не кратно дЪлителя (напр, частное 12:6 уавпо 2%/,, частно 
3:7 равно */, и т`д.). Однако, вычитан!е и для дробпыхъ чи 
селъ’ осталось невозможнымъ въ тоиъ случаз, когда вычитаемо 
больше уменьшаемаго. °` о 

Теперь, переходя оть арибиотики въ алгебр, иы’ прежя 

‘веего займемся дальнфйшимъ расширешемъ понятя о числ 

съ двлью имфть возможность выражать посредствомъ чисел 

значен!я величинъ особаго рода, 0 которыхъ мы будемъ и: 

рить сейчасъ. Мы увидимъ при этомъ, что съ ЭтимЪ’ новым: 

расширеемъ поняття о числ дфйстые вычитаня сдфдаетс 

воЗМОЖнЫМЪ во всфхъ случаяхъ. 
о ка Инн 

‘12. п оняте о величинах, имъющихь чапра 

влене.` Приведемъ 2 задачи, изь которыхъ будеть. ясн 

вИлно. о какихъ Величинахъ мы теперь будемъ говорить. 
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Задача № ИзвЪетно, что когда курьерсый пофздъ Нико. 

лаевской желВеной дороги (соединяющей Москву съ Петрогра. 

домъ) находился на разстояви 100 веретъь отъ станщи Бодо. 

гое (эта`станцщя лежитъ приблизительно посрединф между Мо. 
сквой и Лотроградомъ), тогда паесажирек!й пофздъь этой до. 
роти быль па разстояи 50 вереть оть Бологова. На ка. 
комъ разотолши находились тогда эти два пофзда другь отл 
друга? 

Логко самы тить, что въ такомъ видЪ задача эта представляется 
не вполий опредфленной: въ ней не сказано, находились ле 
пофзда имо одну сторону отъ Бологова, напр., въ сторону п 
направаенно къ Петрограду, или же они были по разнымъ сто. 
ронамъ отъ Сологова. Если первое, то разстояе между пофздамь 

быдло, очепидно, 100—50, т.-е. 50 веретъ, а если второе, то раз. 

стояШе было 100--50, т.-е. 150 версть. Значить, для того. 
чтобы та водача была опредфленною, не достаточно задате 
величипу разетояня , оть Болотова, но еще нужно указаль, 
ВЪ КВОМЪ ыаправленш эти разстоявя надо считать отъ Бо. 

логова, а 
Мы ямомъ злЪсь примфръ величины, въ ОБО кромь ея 

размыва, м можпо разсматривать еще направлене; это—разстоя: 
н1е, очитиемов по какой-нибудь линш (напр., по жедёзной до. 

рогв) оть опроедфленнаго на ней м%ета (уапр, ‚ оть станще 

Бологое). Гацстояше это можно считать и’въ ‘одномъ напра. 

влени ”(наир., къ Москвв), и въ другомъ, противополож. 

номъ (напр., къ Петрограду). Обыкновенныя (ариеметическя) 

числа ие достаточны для выражеюя и размфра, и направле. 
ня разстоян!Й, Условимся въ подобныхь случаяхь посту. 
пать такъ. , ̀  и ее. 
Назовемъ  калов-нибудь одно. ИЗ, двухъ направлен!й Нико. 

аевской' дороги (наир,, направлене отъ Петрограда къ МосквЪ) 

положительнымъ, 8 противоположное направлеще .(оть Москвы 
къ Петрограду), отрицательным; сообразно этому разстояня, 
считаемыя въ положительномъ направлени, будемъ, называть 
положительными разстоятями, а разетоян!я, считаеныя 'ВЪ от. 
рицательномъ направлени, будемъ называть отрицательными, 
Первыя будемъ выражать числами со знакомъ -- (или вовсе 
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безъ знака), а вторыя--чиелами со внакомъ — 1).^'Тажъ, если 
цозздь находится въ ифет, отстоящемъ на ‚100. верстъ от 

Бологова по направленио къ Москв®, . то мы будемъ говорить, 

что его разетоян!е оть Бологова равно -|- 100 вер. (нли просто 
100 вер.); если. же пофздъ находится, положимъ, на ‚50 вер. 

оть Бологова по направлен къ Петрограду, т4 иы скажем, 
что его равотоян!е отъ Бологова равно — 50 вер, ЗдЪеь знаки их 
и —, конечно,‘ не означаютъ дЪйствЯ сложешя и вычитавщя, 

а только служатъ условно для обозначен!я налравленй. „^. 

‚ Выразимъ теперь нашу задачу такъ: извзотно, что когда 
вурверокий, позздъ Николаевской жедёзной дороги паходидся 
отъ Бологова на разстояв{и -|- 100 вер, (или, просто 100 вер.), 
ТогдВ пассоукирский позздъ этой дороги быль отъ Голотова на 

равстоян зо Цокъ велико было тоёда разстояше между 
этими ПоаДвЫ? ое сн 
`Теперь водача выражена риодиВ точно, и атвфть на нее по. 

тучается опредфленный (ем, черт, 1, на которомъ стрёлка ука. 
зываеть положительное направлен!е дороги); поведа находидиоЕ 
на разстояи а т.-е. 150 верстъ. 

У 
дюны. Кая 

| .` * ь Е + В Ч 

: ., чу — `*50 и .’ х* Е . и 

ее а ОК, 

я :-- --9 Зах, +. Фот. -- 

Черт 1. 

Хх 

Задача 2. Термометръ въ полночь показываль 7 градуса, 
а вь полдень 5 градусов, На сколько традусовъ изыфиилась 

ЕТО отъ полуночи` до ‘полудня? ны 
И вь этой задачВ услошя выражены недостаточно полно; надо 

еще указать, 2 градуса тепла или, 2 градуса холода пока- 
зываль’ ‚термометрь въ полночь, т,-е. вершина ртутнаго столбика 

ВЪ. термометра была въ нолночь на 2 двлешя выше, или 58 

^ дденя ниже той черты, на которой стоить .0°; подобныя 
Ё С Ной , 

я ь. ‹ “ , м ВЫ \° : й ы ‘ и т ОА Уанея С: $ ЗА, в м}. 

‚ ) Можно было бы взять и ьакие-вибудь груш знаки, во знаки -р и -- оьа- 
зызаются, квьъ будеть видно воосаёдетвн, очень удобными. 

‚ 
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Отвфтъ: на разотоявй ё версть отъь Бологова по направлено к1 
Петрограду (чёрт. 16). 1 ь 

; 
О о И К 

А" « \ ыы у м 

Зи. = ---Люск. 
более 

‚ Черт. 15 

$) Въ цоадовь цофадъ, двигавцийся оть Москвы къ Петрограду со ско 
ростью $ мероть въ часъ, проходилъ черезъ станцию Бологое. Опредлит: 

ыфотолахожден! отого повзда # часовь до полудвя, 
„ Озтуфты вы разстоящин ‹ё вереть отъь Бологова по направлешю к 
Москва (черт, 19), 

ый Я 
Фи == п -- ДСК. 

906.102. 
«-омипурениранионицининиий 

Черт 16. 

Виелон!@ иъ алгебру отрицательныхь чисель и правиль дЪйств над 
ВИМИ Вонмоллеть оти 4 отдВльныя задачи выразить одною общею задачек 

‚ И ХОТЬ ДАЮ Моя одно общее рёшене Для этого предварительно условимея 

в0.]-х%, ипкое ИЗЪ двухъ возможвыхь направленй скорости поззда (отл 

’ Петрограда нъ МосквЪ, или наоборотъ) очиталь за положительное и како 

8% отИикАтольное, и, во 2-хъ, какой промежутокъ времени, олВдующий 3 
нолудпемь иди предшествующий ему, считаль положительнымь и како} 
отрицатальмым», Условичся, напр , скорость позада при движени его отл 
Петрограха изъ МосквВ считать подожительной, & скорость при обратнома 

ДВИЖОШИ == ОЧИТАТЬ отрицательной; такимъ образомъ мы будемъ, напр. 

товориты пофидь дпигался со скоростью -- 40 версть въ часъ, или ноВзл1 
двигался 69 оноростью — 35 версть въ часъ, разумЪя при этомъ, что в1 
первом влучи пофздъ шель оть Петрограда къ МосквЁ со скорость 
40 версть въ чаоъ, & во второмъ случа онъ шель отъ Москвы къ Петро 

граду со скоростью 86 версть въ часъ. Далёе условимся счатать положи 

тельныий во ТВ промежутки времени, которые слВдуютъ за полуднемъ, + 
отрицательными т, которые предшествують полудню; напр, мы будем 
говорить, что момепть промени, въ который требуется опрехВлить ифсто. 
нахождение поззда, отстоить оть полудня на -|- 4 часа, или моменть этотт 
бтетоять отф полухня на — 3 часа, -разумзя при этомъ, что въ первомт 

влучаВ мочменть времени надо считать поздн®е полудня из 4 часа, 8 вс 
второмъ случа его водо брать раньше потудня на 3 часа. 
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Допустямъ теперь, что въ задачВ нашей буквы и и будуть означал! 
‚не числа ариеметичесня, какъ мы прежде предполагаля, а числа алгебраи: 
ческя; нацр, $ можеть означать въ задач и +4, я —3; ® можеть озна, 
чать и -- 40, и — 35, и друмя алгебраическая числа, Тогда, мы можемт 
сказать, что задача наша включаеть въ себв всё 4 частные случая, 

занные выше, и точнымъ отвфтомъ на, нее будетъ слфдующий общий а 

въ указанный моментъ времени пофздъ находихея на разетоянш отл 
Бологова, равномъ %ё верст, | ый 

если только подъ произведетемъ алиебраичесьихе чисоль и ф Узло 
вимея разумфть произведевне ихь абсолютныхъ величинъ, взятое со зна. 
комъ -|- въ томъ случаф, когда, оба сомножителя числа, положительныя ил! 
0б& — числа, отрицательныя, и со знакомъь — въ томъ случа, когда одинт 
сомножитель число положительное, а другое — отрицательное, При этомт 
услови нашь обпай отвВть (указанный выше) будетъь годенъ для ВСБхт 

частвыхь случаевь ДфИствительно - 

1) Пусть буквы 9 и # означаютъ положительныя числа, напр., = +4 
и += 3, Эти задавая означелоть, что пофздъ шелъ по направлению от! 

Петрограда къ Москв со скоростью 40 верегь въ часъ, и что требуетс; 
опредфлить м8стонахожден1е пофзда въ моменть времени, бывший $ час: 

посл полудня. Въ этомъ сдучаВ искомое мЪсто лежить, какъ мы видёли 
на, 120 версть отъ Бологова по направленю къ МосиввВ (см. черт. 13) 

Значить, искомое разстояте равзао -|- 120 вер Но согласно нашему усло 
вю, и произведене +ё въ этомь случа даеть. ( -|- 40) (-- 3) = -- 120. Сабд. 
можно сказать, что искомое разстояню равно произведенио 2 верстъ. 

‚ 2) Пусть и отрицательное число, напр, — 40, а 44 положительное число 

Напр. --3. Эти задавя надо понимать въ томъ смысл, что поздь шел 
отъь Москвы къ Петрогроду, н надо опродфлить его м%сто въ моменть 
бывпий $3 часа пообдв похудил, Мы ондФли, что тогда опо лежитъ н: 

120 вереть оть Бологона, по напреплонио къ Потрограду (ом. черт, 14) 
т.-е. искомое разстояще разно => 120 пор. По и произведое 9 въ этом 
случа даетъ. (— 40) (-- 8) == = 120; значить, опять также чожно оказать 
что ыекомое разстояне равно %й пор. : Е: 

г 3) Пусть у положительное число, нацр., +4, а отрицательное число 
напр., —3. Эти заданя озиачають, что пофздь шель оть Петрограда к 
Москв®, и требуется опредфлить его мфето въ моментъ, бывший 3 часа ли 
полудня. Это мЪсто находится на 120 вероть оть Бологова по направлены 
къ Петрогралу (см. черт 15); значить, нокомое разстояше равно — 120 вер 

Но и произведеше %ё въ этомъ случав даетт: (- 40) (— 3) == — 120; ель 

довательно, можно сказать, Что искомое разстояне равно % ворсть., /. 

‚ 4) Пусть, наконець, и %, и + означаютъ отрицалельныя числа, нзир 

9 =—40, {= — 3. Эти заданзя означають, что пофздъь шелъ по направле 

ню оть Москвы къ Петрограду и что моменть времени, въ который требуете; 
опредфлить мёстонахождене пофзда, быль за 3 часа хо полудня. Въ этом 
случа, какъ мы видёли, искомое мфсто делить на разстояши 120 верст 



ке 

отъ Бологова, по направлению къ Москв$ (сы черт 16), т.в. искомое 
разстояне равно -- 120 вер. Но произведеше 9 въ этомъ случа даетъ 

(— 40) (—3) = -+ 120; значить, и теперь можно сказать, что искомое раз 

стояше разно и версть. | 
.1. ь 1 

‚ 30. ОпредЪьлен!е произведенгя. 1‘. Произведенемъ 

двухъ относительныхь чисель наз. произведеше ихъ абсолютных 

величинъ, взятое 00 знакомъ —- въ томъ случаБ, когда перемножае- 

мыя числа имбютъ одинановые знани, и со знакомъ — въ томъ слу- 

ча®, когла они противоположныхъ знаковъ. 

? Часть втого опредВлевя, касающаяся знаковъ, носить на- 

вван!е правила энановъ; его обыкновенно выражаютъ такъ: прп 

умножаи иплюсъ на плюсъ и минусъ на иннусъ датстъ плюсъ, 

арлюсА Ни мипусь и минусъ на плюсъ даютъ минусъ; или короче: 

при умномен!и дпухъ чисель одинаковые знаки даютъ -|-, разные 

знаки АВютВ =>, р 

`Примры, (--10) (4-2) =--20; вообще: (-- а) (+5) =--45; 

(—10)(--2)=— 20, (-а(=—@8; 

(-- 10) (—2)=— 20; (На(-б=—9; 
(—-10)(-9=--50, (-9(-9=+0%; 

/ 

Мы видимь такимъ образомъ, что оть умножеюня на пото. 

житольние чиедо знакъ множимаго не измФфняется, а отт 

умножеши нА отрицательное число онъ перемБняетея на 

противонолониый. - 

2'. Укавинние опредЪлене примфнястся и въ томъ случа 
когда наной-нибудь сомножитель равенъ нулю: надо только по. 

инить, что ибеомотная величина числа 0 есть 0 и что выра. 
жешя -- 0, =>0 и просто 0 равносильны. Такимъ образомъ 
{| 2).0 ша + (9,0) =0, (—2) 0=—(2.0)= —0=0, 0.(--2) = 

=-|- (0.2) ше =|- (= О и пр. у 
Мы видим Такпуь образомь, что когда какой-пибудь 00: 

множитель рарань 0, то п произведете равно вулю. Если еще 

прымемъ во пипмане, это когда ни одинъ изъ сомножителе? 

но равенъ 0, 10 произведене не ‘можеть равняться 0 (такЪ какл 

въ этомъ случа абеолотная ‘величина произведен я не равна 0) 
то мы можемъ высказать такос свойство произведен!я:, 



= чу - 

Точно та «же: (— а). И и 0.(= а) =0. 

Возьмемъ теперь произведен1е, состоящее болфе, чВиъ ‚изъ 

2-хъ сомпажиятелей, напр., такое: ° 

(9-9 (99... 
Изъ опредълен!я пропзведен!я сл®дустъ, что абсолютная вели- 

чина этого произподек!я рална а6с; эныиь же окажется -- или 
—, смотря по тому, въ четномъ числ\, или въ нечетномъ вхо- 
дятъ въ произведено отрицательпые сомпожитоли. Если мы 
переставимъ сомножителей какъ-нибудь, папр., такт: 

м а (-ОС-9С-ЬСЯ, ‚о, 
то получимъ новое произведене, у котораго абсолютная звели- 
чина этого с@ а... и знакъь будетъь -- или -—у`емотря по тому, 

въ четномъ числф, или въ нечетномъ рходять въ это новое про- 
изведен!е отрицательные сомножители. Такъ „какъ саба. „ чеафсй... 

(по перемфстительному свойству произведев!я ариеметаческихъ 

чиселъ), и число отрицательныхъ сомножителей отъ перем щен!я 

ихъ не могло измфниться, то у обоихъ произведен!й абеолютная 

величина будетъ одна и та же и знаки одинаковы; слфдовательно: 

(--а)(-8(—®(а).=(—=о9СЕа) (Ва)... „" 
Равенство это остается въ силЁ и тогда, когда въ 4исл сомпо- 

жителей есть равные нулю, такъ какъ въ этомъ случаЪ всЁ 

произведения окажутся нулями, Е „Му л 

2°, Сочетательное свойство: произведене не изиънится, 

если какихъ-либо сомножителей мы зам$нимъ ихъ произведенемъ. ' 

‚ Напримфръ, вычисляя произведене (—5)(--3)(— 2), * мы 

можемъ сомножителей (--3) и (—2) замнить ихъ ИОИЗВеДЕ: 

немъ — 6; НУ А Зе 

ДЪйотвительно, примфняя п свойство, Уы 

можемъ написать: ь в п‘ 

(—5)(-- 3) (— 2) = (+ 3—2) (9—6 == 
4 =(-5)(-8 =(- (+92). ‘ 

Въ примфненши къ произведен!ю трехъ алгебраическихь чи. 

селъ абс мы можемъ сочетательное свойство выразить такъ: 

афе = '®(6с). 
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Читая это равецстро спрала налЁво, мы можемъ то же свой 

ство высказать другиин словами: чтобы умнонить накое кибуд! 

число на произведение, достаточно умножить это число на перваги 
сомножителя, полученное произведение умножить на второго ооино 

мителя И Т, Д, 8 

`} Слъдотвю, Чтобы вычислить произведение иБсколькихл 
сомполитолей, можно разбить ихъ на кавмя угодно группы 
проипвости умпожоно въ каждой групп отдВльно и получен 

ныя проиниеденя поромножить. 

‚ 8, Раопрод®лительнае свойствов чтобы умножити 

алгобрамчесную сумму на относительное число, достаточно умножит 

на 270 чиоло Намдое слагаемое отдфльно и полученныя произведенй 

ложить, 

Огрипичимея повЁркою этого. свойства на нфкоторыхъ при 

ызрах», 

"Примфръ |. [(—2) 9 -- (—3)] (+7. 
Если пычиолимъ сначала сумму, а потомъ сдЁлаемъ умно. 

кешам'ь, то иайдемъ’ 

(+9 (7 =- 38. 
‚Умпошщимъ топорь счждое слагаемое отдфльно на + 7 и сло 

кИМЪ ровультаты: 

оны С 
= 141-63 — 21 =-[ 63 — 35 =--28. 

Мы получили то же самое число -- 28. 

Примфръ 2. [8 -- (—2) + (—3)1(— 10). 
Вычислийь бумму и умноживъь ее на — 10, ваходимт 

(--3)(—10) = — 30. Произведя ‘умножение каждаго стагаемагс 

отдфльно, получимъ то же самое число — 30 г 

8(— во (—2)(— 10) =+-90; (—3)(— 10) =--30; 
у —30-- 0-30 = 30. : 

34. ИИ распред $ лительнаго свой. 
ства. Требустся доказать, что каковы бы ни были алгебраическя чиеди 
а, 6, си т всегда: '‘` 

(аб те =ат Рот ст. 
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Разсмотримь 000бо олёдующе 4 случая: 
10, ж есть положительное цфлое число, напр. т = --3 наи проще’ 

т==3. Умножить какое - нибудь число на 3 значить Е это числе 
слатаемымъ 8 раза; поэтому’ | Е 
. : ву" +, 

ы @ 60.3 = ао --о-- ао @-+5+9. 7474 
‚ Чтобы прибавить сумму, достаточно прибавить каждое слагаемое одне 

38 лругимъ, поэтому написанное равенство можно переписать такъ: ‘ 

(&--8- е).3 =а-Но-Не--а-- 8 --е-аь- ев. 

Въ правой части втого равенства сгруппируемъ слагаемый такъ: 

(@--5 4 с).3 = (а-а+- 9 Фо (++ 0=а.3 45.3 с.3. 

Мы видимъ такинъ образомъ, что распредВлительное свойство въ этот 
случаз дВйствительно иметь м$ето. : Обе р 

7 7 
20, т есть положительная дробь, напр., т == -- 7 вии проще; т=-. 

‚> г 7 7 
Унножить какое-нибудь число на -- значить найтя -х- этого числа, ддя четс 

. . 
1 

достаточно найти сначала 5 часть числа, а затЗмъ эту часть помножить 
1 . 

О “ & 

за Т. Но = оть а-- 5-е есть ее, такъ какъ, умноживъ 1о- 

слёянюю сумму на цлое число 5 (согласно распредёлительному свойству 
доказанному для т цфлаго), мы получимь а-- 5-е. 

(5+5 + 3] =$5+5 а 

Если же + от а ь-о воть — ео ат то {от И. ть 

,.Ь |ы 
($ ве +9) т, что, соглаово доказаиному въ 1-мъ случа, составляет 

у. „% 

а 
514 +3 т- 5 ый Вырашене 2 55 7 представляеть собою пятую часть а 

к чу а г, 

повторенную слагаемымъ 7 разъ; значить. оно СОртаВЗАВтЬ 5, числа а Е 
ий у 

1 
потому его можно замфнить произведешемъ а. . Тож самое можно ска, 

` : : у 
р 

зать о ое = 7 и-/. „Поэтому мы можемъ Ро. 5 
ы 

нд ь. И фе +5. а 

Тажимъ образомъ, распредёлительное , свойство и дия этого случа: 

доказано. -. : ом \ а 
3', жж есть отрицательное число,’ напр., т=-—7, , Уиножить какое 

нибудь число из --7 значить умножить это число на 7 и результат 
взять съ противополоънымь зпакомъ. Умноживъ а --0-- с па 7, получих 
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по доказанаому в, я В, 7--с.7 Чтобы эту сучму взять съ противопо 
зожнымь внакомъ, достаточно поромзнить знакъ у каждаго слатаемаго 
сухны (8 20, 1"), По-(в.7)=а.(—7), — (6.7) =5.(—7) и— (6.7) = 

-=с. (7); повтому! 

} ‚(8 Ь-[- 6), (-7)=а.(-7)4.(-7)+6.(-7 

4. Наконец, оноКстьо ото остается вфрнымъ и тогда, когда # = 9, 
такь какь (а+-Ь.40, О=0 на О--Ь. О--с. 0=0-+-0--0=0. 

Тоннмъ обрллимь, каково бы ни было алгебраическое число т, всегда 

(в от = ат Е и -- ст. 

Дьлеше относительныхъ чиселъ. 

35. Опредьлошве. Дфлене относительныхь чисель есть 
дъИстие (обратное умпоженю), посредствомъ нотораго по данному 

произведен двухь сомножителей и одному изъ этихъ сомножителей 

отыснииаитий другой. Такъ, раздфлить --10 на —2 значить 

найты ТАНИ число г, чтобы произведеюе (—2)х или — все 
РАВНО == Приминедоцо 2(—2) равнялось -|- 10; такое число есть, 

и При Томь только одно, именно —5, такъ какъ произведете 

ЧИСЛА == НА => 2 равно -- 10, а произведене какого-нибудь 

А, ОТЛИЧНАГО ОТЪ —5, на —2 не можеть составить -|- 10. 

36. Олучаи, ногда какое-нибудь данное число 
равно’ мулю. Гакихъ случаевъ можетъ быть три, а именно: 
“’ 1) Боли дЬлимое равно 0, а дЪлитель не равенъ 0, то частное 
должно быть 0, 
Въ овыомь дЪлВ, раздфлить 0 на какое-нибудь число а зна- 

читъ иайти такое число, которое, умноженное на @, даетъ въ 
произведении 0, Такое чпело есть, и только одно, именно 0; 
эпачитт, 01 пиш 0, 
‚, 2) Если дЁлимой равно 0 и дфлитель равенъ 0, то частное можеть 

равняться любому числу, : 
цотому что понкое число, умноженное, на 0, даетъ въ произ- 

веден!и 0; ол№д,, частное 0:0 равно любому числу. 
8) Если дВлимоо не равно 0, а ны равенъ нулю, то частное 

не существуотъ, р 
‚ ротому что, какое бы число мы ни предположили въ частноиъ, 
оно, умноженное на 0, даетъ въ произведенш 0, а не какое-либо 

другое число; значить, частное а:0 невозможно, если а не равно 0. 
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Такихь образомъ, если дЪфлитель равенъ 0, то дфлене или 

невозможно (если дфлимое не равно 0), или ссть дфйстве ‘не- 
опредзленное (если дфлимое разно 0); поэтому случай этотъ 

мы вообше будемъ исключать, . . р о: | й 

37. Правило дБленя. Чтобы ‘раздфлить одно относи- 
тельное число на другое, дЪлятъ ихъ абсолютным величины‘и резуль- 

тать бепуть со знакомъ -|-, когда дФлиное ` и’ дфлитель имфютъ 

одинановые знани, и со знаномъ —, когда’ у ̀ дБлимаго и дфлителя 

знаки рагные. , а 

Такъ: (4.10): (+2) =-65, потому что (4-2)(4+- 5) =--10 

(—-10):(-=+5, „ ,„ СН НЮ. 
(-ю (2=-—5, „ » (+2)(-3=-ю. 
(+10 :(-2)=-—5, „ „ (—-2)(- 5 =. 

Такимъ образомъ, правило знаковъ при дфлевни остаетея 

то же самое, что и при умножени. е \ 

38. Другое правило дълент. Можно указать болфе простое пра. 

вило дрленля, если предварительно условиться ВЪ значони термина „ обратное 

число". 
‚ Числомъ, обратнымь данному числу @, называется танов число, ноторов полу“ 

чается отъ дёленя --1 на а; другими словами, такое число, которое, умно‘ 
зенное на а, даеть въ произиодоши ->1. Тавимъ образомь! 

чисту -- $ соотвВтетоуоть обратдое чиоло (+1): (--8) м -|- 1, 
в сев (4101-98, = 
3% г.» ’. ) (С — 
—в, х , › (+10: = 

Такъ какъ дфлев!е ‘па пуль повозчол, по. то число о не я 

себ3 обратнаго числа; воякому другому алгебраическому числ) 

соотв тетвуеть свое обратное чиело (и только одно). ИУ, зу 

х Теперь мы можомъ высказать другое правило дВленя тажъ. чтобы разд. 
лить одно число на другое, достаточно ДБличое умножить на Чясло, обратно 

дълАтелю. Въ” этомъ легко убфхиться повзркою; напр.: Е и — 5) 

—=—2и (—-\®. о и о ити. 

зе. НЪ$ноторыя свойства дЕлен!я. 1°. Чтобы раздь. 
лить каное-нибудь число ка произзедене, достаточно раздфлить 
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это число на перваго сомножителя, полученное частное раздёлить Нд 

ве сомножителя, это частное — на третьяго сомножителя и Ч. |: 

Такъ: * (—40) : (8) С-2)] = [(—40):СЕ5 <-2) = 
а и (-— 8): (2) = +4. 

2 
обще: ‚ 6; (00) == (@:5):0. 

‚Чтобы убтдитьея ть „ВЪрносты этого равенсгва, умножимт 

предполагаомое часное ив лЪлителя 00; если послф умноженя 
получимь Д\Илимов в, то ото будоть зцачить, что предпола. 
таемое часное уию, ЗыЪото того, чтобы умножить на 66, ме 

можемъ умножить на с, Чтобы умножить. какое-нибудь числ 
на 6, можцо умножить ото число на с‘и затЪмъ результат? 
умножить па $, Уинолоигь предполагаемое частное (а:5):е на с 
получимъ (ио оприд®лон!о дфлен:я) число а:6; умноживъ эт 

число в& , иолучимъ дтлимое а. СлФд , предполагаемое частно‘ 

врио, 

° 8%, Чтобы раздьлить произведене на ТИ число, доста 
точно раздьлить На ото число одного изъ сомножителей. 

Такы: [(-= 10) (+ 15): (— 5) = [(— 20): (—5)] (+4 15) = 

‚ ‚ (+96) =, 
или [( = 26)(-- 15) (— 5) = (-- 20-15) : ($ = 

| == (— 20) (— 3) =-- 60. 

о (45) в = (@*с)в, 

пай. (26) =а(. 6) 
у 

*Чтобы уМлитьея №ъ вЪрности этихъ равенствъ, умножим? 
каждое изъ отихь продполагаемыхъ частныхь на дЪфлителя с 
если послВ умшикмИя получимъ, дЪлимое аб, то заключимъ 
что равенства ФЪрцы. Оба предполатаемыя частныя предета 
вляють собой проивиодеше. Чтобы умножить произведензе, доста 
точно умножить одпого изъ сомножителей. Умпоживъ на с в1 

первомъ предполагаемомъ частномъ сомножителя (@`с), а в 
второмъ продполатаомомъ частномъ сомножителя (6:6), мь 
получимь въ окончательномъ результатВ дфлимое аб; значить 
оба равенства вЗрны, у 
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ГЛАВА У. 

Раздълеше алгебраическихь выражен. 
и. мы 

’40. Предварительныя замфчаня. 1)`Вь даль- 
нЪйшемъ изложени мы будемъ предполагать (если не одфлано 

особыхъ оговорокъ), что буквы, входящя въ алгебраическя 

выражешя. означаютьъ числа алгебраическя, какъ положи- 

тельныя, такъ и отрицательныя; буквы могутъ также означать 

и чиело 0, кромЪ случая, когда он входять въ выражен!е въ 

качествЪ дфлителя: дВлене на 0 мы вообще исключаемъ ($ 36). 

2) Если случится, что въ какомъ-либо произведеви есть 

НЪеколько сомножителей, выраженныхъь цыфрамя, или. нЪко- 

торые буквенные сомножители повторяются, то таюя произ- 

ведешя можно упростить, чользуясь сочетательнымъ свойствомъ 

произведен!я ($ 33, 2'°). Возьмемъ, вапр., произведен!е: аЗаба 

(—2) «5. Сгруппируемъ его; сомножителей такъ: къ первой 

трупп отнесемъ вобхъ сомножителей, выраженныхъ цыфрами, 

ко второй групи5—всфхъ сомножителей, обозначенныхъ буквою 

а, къ третьей — всфхъ сомножителей, обозначенныхь буквою 5, 

и т. д, Тогда мы получимъ выражене: [. (2) (ав 
которое можно написать проще такъ: р 

Въ дальнфйшемъ мы всегда будемъ предполагать, что произ- 

ведешя приведены вЪ такому упрощенному виду. 

1. РаздЪлешще алгебраическихь выраженя. 
Алгебраическое выражен!е назыв. рацональнымь относительно 

какой-нибудь буквы, входящей въ это выражен!е, если буква 

эта не стоить подъ знакомъ иввлечен1я корня; въ противномъ. 

случа выражене нав. ирращональнымъ. е 

Напр., выражене 826 --2И “ть ращональное относительно, 
аи фи ирращональное относительно х. 

’Въ началв курса алгебры мы будемъ товорить только р] 

такихъ алгебраическихь выраженяхъ, которыя ращональны 
относительно возхъ входящихь въ нихъ буквь (тая выра- 

женя наз. просто рацщюнальными, безъ добавлен1я: „относи- 
«ельно всфхъ бунвъ“), во 



(въ вычитаемомъ многочлен верхне знаки поставлены т%, к» 
\ 

' ке были даны, & внизу они перемнены на обратные). . , 

| 52. Раснрыте онобонкъ, передъ. которыми 
стоитъ знанкъ -|- мили —. Пусть требуется раскрыт 
Фкобки вЪ пмраонри: ‘ 

_ И р: 38 4 (= 0-0) = (34-6 -- 26) 

‚ Это д лонимитА тыюь, 410 требуется надъ многочленами 
стоящими энутри скобок, проповости тз дфиствя, которы: 
унаанраюими внаками пиредь скобками, Произведя эти дЪНетви 

по вранилимь едомещи и рычитан!я, получимъ: 

бы вы ИВ Ыб = За--Ь — 20 ==а-- 20 — с. 
Инь привияь сложеши и вычитавя многочленовъ слфдуетъ. 

что, риеирынии пиойкн, мередъ которыми стоить -|-, мы не должны 
япувнАзи инимимь Ниутри скобокъ, а раскрывая скобки, передт 

которыми стиити иникъ —, мы должны передъ всЪми членами 
‚бтонщими нутри пкобокь, измбнить знаки на противоположные 

Пусть вии требуется раскрыть скобки въ выражени: 

[ур [Вр -|- (бр — 10) —4]. 

Даян Виго рикровмъ сначала внутрення скобки, а затЪмт 

вии! 

ТО ее [Пр | Ар == 10 сх == 10р — Зр — 5р -- 10-4 = 2р=14 

Можно Нистунить и въ обратномъ порядкЪ, т.-е. еначале 

раскрыть Минни скобки, а потомъ внутрення. Раскрывах 

АТИ инобнн, мы должны принимать многочлень, стоя 

но ННутруиниияй (кобках'ь, за одно чиёло и поэтому не должны 

инифиить винионА имутри этихъ скобокъ 

1 Ор = Пр | (бр == 10) — 4] = 10р— Зр — (5 — 10) -4= 
ва Ор Вр -- 5р-- 10--4=2р-|- 14. 

53. Занлюченю въ скобки. Для прообразовав!я мно. 
точлопа чцсчю быплеть полезно заключить въ скобки совоку 

вость ивкоторыки (\и членовъ, при чемъ передъ скобками 

ипогда желательно постапить --, т-е. изобразить многочлент 

въ вид суммы, & иногда —, т.-0.. изобразить многочлень 04 

видВ разности, }1усть, папр., въ многочлен а--6— св мы же 



— ии — 

у 
5, 

лаемъ заключить въ скобки два. послдн!е члена, поставивт 
передъ скобками знакъ —-. Тогда пишемъ, такъ: 

а & асе 6-9, 
т.-е. внутри скобокъ оставляемъ т же знаки, каве были в1 
данномъ многочлен. Что такое преобразован!е вЪрно, Убфдимся 

если раскроемъ скобки по правилу сложен!я; тогда получимт 
снова данный многочленъ. о 

Пусть въ томъ же многочлен а-- В — с требуется заключит! 

въ скобки два послфди!е члена, поставивъ передъ скобкаме 
знакъ минусъ. Тогда напишемъ такъ;: у 

а--®— се=а—(—в--с) =а— (&—№), 

т.е. внутри скобокъ передъ всБми членами перемфняемъ Внак! 

на противоположные. Что такое преобразоване вЪрно,! убЪ 

димея, если раскроемъ скобки по правилу вычитан!я:+ тогд: 
получимъ снова данный многочленъ. 

ГЛАВА И. 

Алгебраическое умножене. 

54. Предварительное замфчан!е. Такь кахъ по 
казатель степени означаеть, сколько разъ возвышаемое числ 
надо повторить сомножителем»ь, то онъ долженъ быть числом 
пфлымъ и положительнымъ} позввышаемое же число, может” 
быть какое угодно: цфлое и дробное, положительное и отрн 
пательное, и даже нуль, ИИ 

* 

55. Умножене отепеней одного и того‘ 

числа, Пусть надо умвожить а на а?; другими словамл, тре 
буется умножить @* на произведене трехъ сомножителей; ада 
Но чтобы умножить на произведен!е, достаточно умножить н: 
первого сомножителя, полученный результать на второго со 
множителя и т. д. ($8 33, 2°); поэтому: ие 

4-3 
а —=а(ааа) = а‘ава = == ааааваа = в "^ == 071, 

у п раъ „. я п раз, т раъ * = разъ 
+ ‚„ —— —— 

Вообще а”а” == а*(ааа.. аа“ ааа... = ада...& ‹ вав..а == а” 1” 
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Правило. При умножени стеленей одного и того же числа Мо» 
казатели ихъ снладываются. 0 о. 

® 

ПримЪъры 1) аа = ат = ат; '2) И ТЕ : 
В 8) пТРАЗв — ут 3" Ва а 

Рф р = ре) =р а ар, 

‚56. Умномевше одночленовть. Пусть дано 'умно- 
жить -+ 04% па — 590%04*. Такъ какъ одпочленъ — 523141 
продотавллеть с0боо произведеше 4-хъ сомножителей: — 5.93. 

21.4, то достаточно умножить множимое на перваго сомножи- 

хеля == В, ровультать умножить на второго сомножителя а? и 
т, Д, Зиачит! 

(;+ Зе) (— ба) == = (+. аа (= 5)ала?. 

Окобки, №ь которыя заключено множимое -- 3а%е, можно 
отбросить, тихь какъ оть этого смыслъ выражен1я не измЪ- 
иится; тогда мы получимъ произведене 8-и сомножителей. 

(-- 3)а?5 3 (— 5) аб 14?. : 

’Лъ втомь произведеви соединимъ сомножителен въ такя 
групич (#0, 2"): 

+ 3) (— 5) (аа) ба. 
Пуоиниедн умпожене въ каждой групп, получамъ одно- 

ЧОН! == ТИ, } 
ы ` 

_ Итамь: (-- 34100) (— 5435445) = — Бет. 

‚Правило. Чтобы перемножить одночлены, М ИхЪ 
коэффищюонты, онледываютъ показателей одинановыхь букёъ, а ть 
буквы, который входитъ только въ одного сомножителя, переносять 
[3 проиведен!о оъ ихъ поназателями, 

& Примфры. 1) (0, Тазегу") (Зайл) == 9, 10753, 

2) (ут = (Читай) (/таз) = 9], 
8} (1,2а7т’—) Лат) == 0,9а и”; 

4) (— 3,528) (а) = — Ну; 

°Б) (495) (— 745") == — 28а 6", 

57. Умнонен!е многочлена на наное-нибуды 
апгебраичесное выраженге. Пусть дано. умножить 
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‚! и ы , 

миогочленъ @ о - на какое-нибудь загебранческое выражение, 

которое мы ‘обозначимъ одною, буквото т. 

` в. = | @--ь бт. 

ВсявыйЙ многочленъ представляеть собою сумму алтебраиче- 

скигь чиселъ, Но чтобы умножить сумму, достаточно умножить’ 

каждое слагаемое отдфльно и результаты сложить; поэтому: 

(а ее Ь—в)т = [Но - (— ]т=ат- в -- (-—дт. 

Но (—@т = —ст и + (—ст) =-—-ет; значатъ: 

(ао — от == ат-|- фт — ст, | ° 
` 

у 

еее 

’ Правило. Чтобы умножить многочленъ на наное-нибудь алге- 
браическое выражене, достаточно умножить на это выражен ка- 
нмдый членъ многочлена и полученныя произведеня сложить. 

Такъ какъ произведене не измфняется оть перемВны м$5стъ 

сомножителей, то это правило прим$нимо также и къ умноже- 
н!ю какого-либо алгебраическаго выражегя на многочленъ. 

4 
Пим ру, (32 — 2457 -|- Ба — 1) (— 4а*2'). - 

ЗдЪеь алгебраическое выражен!е, на которое требуется умно- 

тать многочленъ, есть одночленъ; поэтому умножене членовь 
многочлена на этотъь одночленъ мы можемъ промзводить по 
правилу умножевя одночленовъ: Сы нЕ 

(327) (-— 447) == — 120446; (-— 2427) (- 44147) = - 8055; 

(-|- 5425) (— 44327) вв — 20а; (— 1) (- $4755) = -- 407479, 

Искомое произведен{е будетъ: == 12/148-р Ваш" — 20ал -- 4075, 
' к т е] 

р м: Примъры, 

|) (41 — &--И)34 == ава) - (а5) (За) ›-+ ва = За — 
— 3а15 + 8а0*; 

2) (753 -- Злаз — 0 3) (2, Та?) == (7.43) (2, Тарр ^ 
т -{ (3/02) (2 Ла) — (0,8) (2142) = 14 ео 

-|- 1,5754 — 0,63а*. н 

3) ел + 32-81) (28) == 10’ 6-20.) 

58. Умномене многочлена на. многочлен-.. 

Пусть дано умножить; (а--$— с)(@—©). 
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Разсматривая множимое, канъ одно атебрапческое , выраже: 
ве, мы можемъ сдфлать умножен!е по правилу умноженя ка’ 

кого-нибудь алгебраическато выраженя на многочленъ: 

@-4 5-0“ = а да—@-ь- ое. 
Разсмалрирая теперь выралон!ю а--9-—с, какъ многочленъ, 

можемъ прамфиить правило умпожен!я иногочлена на какое- 
нибудь алгебраическое выражон!о: 

о (а--- 9-9 = мм ше. 
Наконецъ, раскрывъ скобки по правилу лычитая, получим 

(@-6— с)((—е) =24-- 6 -—> в = ав — фо -[ се. 

Правило. Чтобы умножить иногочлень на многочленъ, умно: 
мають каждый члень мномимаго на каждый члень множителя и по. 
лученныя произведеня складываютъ. : 

Прим ръ. (01 — 546 --5* — 3) (6' — би 5), 

Умножимъ сначала всф члены «множимаго па 1-Й члонъ мно: 
жителя. а 

‚ (в — 56-Е — З)а* = а* — 5046 +- а — За", 

ЗатБыъ умножимъ вс члены иножиматго ни 2. членъ мно- 

жителя. 

(а*— 56-1 — 3) (— 3055 = — За -- 1 — зай 4-09 
Далфе умножимъ веб члены множимаго пк 8-{ члонъ мио- 

жителя: | 

Бес) = м-в -и - 35. 

Наконецъ, сложимъ полученныя производен!я и сдвлаемъ при- 

веден!е подобныхъ членовъ; окончательный результать будетъ: 

аз — Ба — 2435? — За -|- 16453 — 8а 1 -|- 951 --5° — 353 1). 

НОС 1 | ь 1 

1) Чтобы при умпожещи мяогочленовь ве процусгигь ни одного произяе- 

дотля, полезно явсогдв доржаться одного кажого-инбудь порядка умноженя; 
напр, какъ это мы сойчьоъ двлали, умпожить спачела ясВ члены чножамаго 
ни |-Й чденъ мпожитезл, зотфуъ пов чловы маокимыо во 2-Й членъ множи- 
тен итх 



'ПримЪры. 1 (а—в)(т—в— р) =ат—мт —ап-- 
« т — @--%; ди 

(У е-у 5 пу в 
3) (Зап -|- би — 401) (п? — Бап) = Зап -- 

-- 2 — 4% — 154% — 1041? -|- 204% = 
` ==7ам? -|- 2н* — 19а? -|- 20а*п; О 

4) '(2а* — 3)* == (2а2 — 3) (248 — 3) = (24*)* — 
—- 3(2а2) — (347)3 -- 9 = 4а* — 64% — ба 

-- 9 = 4а* — 1202 --9. 

ГЛАВА Ш. 

Умножене расположенныхь многочленовъ. 
59. Опредвлене. Расположить многочлени по отопенямъ 

какой-нибудь одной буквы значить, воли возможно, написать его 

члены въ таномъ порядкф, чтобы показатели”9той бунвы уволичива- 
лись или уменьшались отъ перваго члена и» послфднему. 

„Такъ иноточлень 1-- 2-32? — 231/24‘ расположейЪ’ по 
возрастающимъ степенямь буквы х. Тотъ же многочленъ будетъ 

расположенъ по убывающимъ степенямъ буквы 2, если члены его 

напишемъ въ обратномъ порядк: : 

— И — 2 321 -|- 25-1. 

„Буква, но которой расположенъ многочленъ, наз. главной его 

буквой. Когда члены многочлена содержать нфсколько буквъ и 

ни одной изъ нихь не приписывается какого-либо особеннаго 

звначешя, то безразлично, какую изъ нихъ считать за главную. 
Чтенъ, содержапий главную букву ‘съ наибольшимъ ‚ показа- 

телемъ, наз. высшинъ членомъ многочлена; членъ, содержащий 

главную букву съ наименьшимьъ показателемъ, или не содер- 

жацИЙ ея вовсе; наз. низшимъ членомъ мнолочлена... '`.,. 
Чтобы расположить такой многочленъ, въ которомъ ‘есть н*»сколько чле- 

новъ съ одинаковыми показателячи главной буквы, надо заключить эти 

члены въ скобки и вынести за скобку общимъ множителемъ главную букву 

©ъ ея показалолемъ, Напр: ь 

2423 — 4224? — 1/02 — 8018 -- 1 = ` 
— 2423 — (4025? -- аа?) — Ваза -- 1 = 

-— 2428 — (44? -- На? — вах 1. 



о 

Здвеь двучленъ -— (42-- ы должно разсматривать, какъ коэффищенть, 

при д". А ну’ ее . В А . 
. 

| 

60. Умножен:е расположенныхтъ многочлс- 

новь всего удобнфе производить такъ, какъ будеть указано 

на елБлующитъ примфрахъ. В | 

Прим ръь 1, Умножить 37-6 +771 -— 2 на 2 — 84° |2 

= 2-71-38 2-—-5 
‘ = 81-- #--2 

828 — 5044 — 242 --40^, ., ,. . произподоно множимаго на — 621 
‚ = А 7-Е 39-52, , ‚ проинводийо множимаго на. 
м `В 14-65 — 10 _ прововедено мпожимахо на --2. 

‚ 8 д — д — 19| 5729-- #—10 полное произиедос. Р 

Расположивъ оба многочлена по убывающимь  стопенямъ 

одной и той же буквы, `“пишуть множителя подъ множие 

мымь и поль мнощителемъ проводятъ черту, Умножаютъ 

`вс№ члены множимаго на 1-й членъ множителя (на — 8д\) 
и полученное частвое произведеше пишуть подъ  чертою. 
Умножають затфмъ ‘вс члены множимаго на 2-й членъ мно- 

жителя (па -|-2) и полученное второе частпое произведен!е 
пишуть подъ первымъ частнымъ произведешемъ такъ, чтобы 

подобные члены стояли подъ подобными, Такъ же поступаютъ 

при умножен1и всфхъ членовъ иножимаго на блБдуюцие члены‘ 

множителя. Подъ послфдномъ частнымъ произведенемъ прово- 

дять черту; подъ этою чертою пишуть полное произведен{е, 

складывая воф частныя произведев:я, | 

Можно также оба многочлена расположить по возрастающимъ 

степенямъ главной буквы и затЪмъ производить умножене вь 

томъ порядЕф, ть было указано 

‚= 54а — Е 
В 2 -- ЕВ Ва 

—10-- 6 На — 2%... , с с произведене ва 9, 
`` 5 За 725—2`', . . , произведеню па 4-4, 

- 4042 —2458 — - 662 87, произведен нажеНи, 

—10-- 2-[5151 —19.53 — 574 -- 82°. полное проипводинй, 



Удобство этихъ премовъ, очевидно, соетоить въ томъ; что 

при этомъ подобные члены располагалотся другь нодъ другомъ 

и, сл®довательно, ихъ це нужно отыскивать. „г. ` 
р 

ПримЪръ 2. Узножить а'-|- 5а— 3 на а -|- 2а —1, 
.‘` 

Въ этихъ многочленахъ не достаеть ифкоторыхь промежу- 
точныхъ членовъ; въ такахъ случаяхъ на м®стать этихь членовъ 
полезно оставлять пустыя пространства для боле удобнаго 

подписыван1& подобныхъ членовъ: 

а°» --5а —3 

ай {а —1 

ем + 54а — 842 
2“, 1Ю“— 64а 

— @® — баз 

ааа 191— па 8. › 
61. Высший и низцйй члены произведен. Изъ 

раземотрЪн1я примфровъ умноженя расположенныхь много- 
эленовъ сл$дуетъ: 

высш членъ произведеня равенъ произведеню высшаго ‘члена 
множимаго на высш членъ множителя; . 

низшИЙ членъ произведеня равенъ произведеню низшаго члена 
множимаго на низшИ членъ множителя, | 

Остальные “члены произвведешя могуть получиться отъ со- 
единеня ивеколькихь подобиыхъ членовъ въ одинъ. Можеть 

даже елучиться, что въ произведени, посл приведен!я въ 

немъ подобныхъ членовъ, всз члены уничтожатся кромВ выг- 
шаго и визшаго, какъ это видно изъ слБдующаго примфра: 

21| ад? -- аз | аза-ай 
в—а 

28 -- ах + а723-- аз? -- а 

— а2\ — ат — 031.2 — аб, 

2 + » » хх —@==1-а 

62. Число членовъ‘ произведеня. Пусть во мно- 
5иМоМЪ 5, а во множителВ 3 члена. Умноживъ каждый членъ 

иножимаго на 1-Ё членъ множителя, мы получимъ 5 членовъ про- 
изведен!я: ‘ умноживъ каждый членъ множимаго на 2-й членъ 



Зы 

множителя, получимь вп 6 чденовъ произведения, и т. д.; зна- 

чить, воёхъ членовъ произведеня будетъ 5. 3, т.-е. 15. Вообще, 

число членов произведен, до соединен!я въ немъ подобныхъ чле- 

новъ, равно произведоню чиола членовъ множимаго на число чле- 

новъ множители, | . 
Такъ какъ высиИЙ и иныш!8 члоша ироизведетя ме могутъ 

имть подобимкъ члононь, в лоБ проз10 могутъ уничтожиться, 
то наименьшей Число члоноюь производеня, послЬ приведешя въ 

мемъ подобныхь членов, риюно 2, 
робиьтолоны мкл пож» 

ГЛАВА ТУ, 

Нвкоторыя формулы умноженя двучленовъ. 

83. Полезно обратить особое вниман!е ва слФдуюние 5 слу: 
чаевъ умножен!я двучленовъ и запомнитьокончательныя {юрмулы. 

1, Произведене сунмы двухъ чиселъь на ихъ разность равно раз- 

ности квадратовь тБхъ же чиселт,; т.-е. 

(&--5) (а— 5) = @*— 59°. | 

ДЪйотвительно: (а--5)(а—5)=а?-|-а6—@5—9*=а1—4 

Напр., 25. 15 =420-15) (20—5) =20*— 5=400—95 =375, 

ПП. Квадрать суммы двухь чисель равенъ нвадрату перваго числа, 
плюсъ удвоенное произведене перваго числа на второе, плюсъ неа: 
дратъ второго числа; т -е. | 

(а-- 5)" = а? - За -| 6°, 

Действительно: (а-|-5)*= (а-|-5) (а--5) = ава {51 == 
=а-- 2а6-Н. 

Напр, 67*—(60--7)=60*-|-2.60.7--7=8600;-840--49==4489 

ПТ. Ивадрать разности двухь чисель равонъ нвадрату перваг( 

числа, минусъ удвоенное произведене перваго числа на второе. 
плюсЪ квадрать второго числа; т.-е. 

 (&— 5) = а*— ав -- 5". 

Дъйетвительно: (а—5)*== (а-5) (@—5) нии 

, =а4*1 — 2а6 —- 1, и д’ 

На. 19 (00-12010, 20. 1-1 400—40-{-1 1861. 



ТУ. Вубъ суимы двухъ чисель равень нубу перваго числа, плЮсъ 
утроенное ``произведене нвадрата перваго числа на второе, плюсъ 
утроенное произведене перваго числа на квадрать ‚второго, ПЛЮСЪ 
кубъ второго числа; т.-е. в 

) 

(а-- 5): = ее Зал -- Зав? | 6°. 

Дъйствительно: (а--5)*=—(а--5)*(а--5)==(а?--2а6--53) (а--5)= 
== а 2096 002-26 забыв аз-- За замы 

Напр., 128 —=(10-- 2)* = 103 -|- 3.10.2 -|- 3.10.21 -- 23 = 
=1000-- 600 {-120--8 =1728. , 

У. Кубъ разности двухъ чисель равенъ кубу перваго числа, ми- 

нусъ утроенное произведеше квадрата перваго числа на второе, 
плюсъ утроенное произведене перваго числа ‚на квадрать второго, 

нинусъ нубъ второго числа; т.-е. 
1 

‚ (@—5)—2—8а5 За — ь:. 

ДЪйствительно" (а—5)3==(а—65)(а—6)—(а?—205--%°) (а) = 
‚ ==а3— 2а35--@6*—а?6-|-2а6*—6°—а*— За36- |-3а5'—5*.. 5: 

‚Напр, 18° = (20 —2)*==208—3.20%,2--3.20. "= 
==8000 — 2400 -|- 240 —8=5832. 

ти 

‚ Зам ъчан:я. Формулы ИГ и У могуть быть получены 

соотв толвениО язъ формулъ П и [У (и наоборотъ), если въ 

послзднихь формулахъ вамзнимъ $ на— 5. "ДЕйствительно: * 

Га--(—Б=а1--2а(—6)--(—8)=та?- -| (—25)--= а—20% 1-6; 

[--(—Б ра 8—5). 34—11 ой-(— 8а1Ъ)-- 
--3а51--(-— У’), - 

‚ Условившись всявйЙ двучлонъ уазсматривать, какъ сумму, 

‘мы можемъ 4. указанныя формулы свести къ слдущимъ двумъ: 

- Квадратъь двучленя равенъ квадрату перваго члена, плюсъ 

удвоенное проивведене перваго члена на второй, плЮСЪ ква- 

дратъ второго члена.- , р и 

‚ Кубъ двучлена равенъ кубу перваго члена, плюсъ утроенное, 

отеле квадрата перваго члена, на второй, плюсъ утроен- 

ное произведене перваго члена па квадратъ второго, плюсъ 

кубъ второго члепа. 



64. Прим нения. При помощи этихъ’ формужь можнс 
иногда производить умножен1е многочленовъ проще, ч8мъ обык: 
новеннымъ путемъ, какъ это видно изъ слфдующихъ примфровъ: 

1) (4а* — 1) = (40°) — 2 (40). 1-- 11 = 16а° — 8а*-|-1; 

2) АНИ Вр 
8) (ии де НУ) ре (= :} +2(3 дату ') 

“Ну. (1) гу --: у ет пу, 

4) (уе е-у = ея] Неее 
, Г ид .22--1— 91, 

6 (а 5-Ноа-Н--оеи- оао оной 
: а -— (11 — 100---0\)кжа"—1--266-—0%; | 

6) (2а--1)*=(2а)++-3(2а)91--8(2а)1--12=ва 12а ва--1; 
7) (1—32)3—=13—8.1*. 329-3.1. т 

272—978, 

ГЛАВА У. 

Алгебраическое дЪлен!е. 

65. Пьлеше степеней одного и того же числа, 
Пусть дано раздфлить оз: а°. Такъ какъ дфлимое равно дли: 

телю, умноженному на частное, а при умножен!и показатела 
одинаковыхъ буквъ складываются, то @?. а*-=0*—8==4%; дЪйстви:- 

тельно: а*=а°. аз, 

Правило. При дфлени степеней одного и того же числа пока: 
затель длителя вычитается изъ показателя дЪлимаго р + Ь 

^ 

65. Нулевой поназатель. Когда показатель дЬлителя 

равенъ показателю дфлимаго, то частное равно 1; напри 
аз: а3=1, потому чт0 а°=а3.1. Условимея производить вычи. 

тав{е ' показателей и въ этомъ случаЪ; тогда получимъ 2% 

частномъ букву съ нулевымъ показателемъ: аз: аб=208—= Ме, 
Показатель 0 не имфетъ того значевая, которое мы приданали 
показателямъ раньше, такъ какъ нельзя повторит Чи044 

А, Киселевъ, Алгебра , 
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множителенъ 0 разъ. Мы они подъ видонъ в* разумфть 

частное отъ дфленя одинановыхь степеней числа а, и такъ какъ 
это частное равно 1, то мы должны принять, что 4°==1. Въ 
такомъ смысл® обыкновенно и разсматриваютъ это выражен!е. 

ЗамБчаше. Букву съ нулевымъ показателемъ, какъ рав- 
ную единиц, мы можемъ приписать ко всякому выражен! въ 

видф множителя или дЬлителя; напр., располагая многочленъ 
35—42'--7--22° по степенамъ буквы х, мы можемъ членъ-|[7 
равематривать, какъ --72° и писать: 22—42! --32--7а*, 

87. Дьлеше одночленовтъ. Пусть дано равдфлить 
124%%10'4* на 44434, По опредфленио дфлешя частное, умио- 
женное на дЪлителя, должно составить дфлимое. Но пря умцо. 

жеши одночленовъь коэффищенты ихъ перемножаются, пока: 

затели одинаковыгъ буквъ складываются, а т$ буквы, которыя 

входятъ только въ одного сомножителя, Йереносятея въ пройв. 
веден!е съ ихь покавателями ($ 56). Значить, у искомаго 

частнаго коэффищюнтъ долженъ быть 12:4, т.-е. 3, показатели 

буввъ аи 5 получатся вычитанемъ изъ показателей тВхъ же 

буквъ дЪлителя; буква с должна перейти въ частное со 

своимъ показателемъ, а буква Я совеёмъ не должна войти 

въ частное, или вовдетъ въ него съ показателемь 0. Такимте 

образомъ: . 

е Паотета? : 494534 —= 301" 04 == 30471 

Что найденное частное вЪрно, можно убздиться повфркой: 

умноживъ 3а*5%* на 40414, получимъ дёлимое. и. 1 

Правило. Чтобы раздфлить одночленъ на одночленъ, ноз$ 

фищентъ дфлимаго дфлятъ на коэффищенть дфлителя, изъ показате 
лей буквъ дфлимаго вычитаютъ показателей тфхь же буквъ дёли 

дителя и переносять въ частное, безъ, измфненя показателей, 11 

‘бунвы дфлимаго, которыхъ нёть въ дфлитель 

Прим ры. 

1) Зтъил : дтп], т, 

› 2) —вау" ; З/4аху* у аа Ну" 9-4) за-туча 

3) — обаще-Нуи: — 2бае-рууй==о,24ае-Ну. 
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63. Невозгложное дЁлеше. Когда частное офъ дВлен!я 
одночленовъ не можеть быть выражено одночленомъ, то гово- 

ратъ, что дёлен!е певозможпо. Это бываеть въ двухъ случаях: 

1) когда въ долитоль ость буквы, какихъ нфтъ въ дфлимомъ; 

‚ 2) когда покалатоди какой-нибудь букры дфлителя больше 

показателя той ме букиы пЪ% дфлимомт, 
Пусть, им», дано раидмтать 445 на 2а0, Всякий одночленъ, 

умпожениый ва Зио, дать въ производони такой одночленъ, 

который содержить букву о; такъ какъ въ пашомъ дфлимомъ 

уутЪ отов буквы, то, опачать, частное пе можеть быть выра- 

жоно одночленомъ, ‘ Е 
Также порозможно дВлеше 104353 : 509%, потому что веявй 

олпочленъ, умпоженный на 5063, даеть въ произведен и такой 

одночленъ, который содержитъ букву © съ показателемъ 8 или 

ббльшимъ 3, тогда вакъ въ нашемъ дфликомъ эта букла ето». 
вть съ показателемъ 2, з ое 

* ка = 

69. ДЕлен:е многочлена на накое-нибудь ал- 

гебраичесное выражене, Пусть требуется раздВлить 

многочлень а-+-6—е на какое-нибудь алгебранческое выраже- 

не, которое мы обозначимъ буквою т. Искомое частное можно 

выразить такъ: 
а. 0 с 

т ь И О Е 

Чтобы убЪдиться въ вЪрности этого равенства, умножимъ 

предполагаемое частное на д$лителя я; если въ произведении полу- 

чпуъ дфлимое, то частное вЗрно. Примфняя правило умножен!я 

многочлена на какос-нибудь алгебраическое выраженше, получимъ: 
+ 

([1#—=) м9. не т та. 
т 

Зпачитъ, предполатаемое частное врно... 

Правило. Чтобы раздлить многочлен на какое нибудь алге- 

браическое выражен:е, достаточно фаздфлить на это выражене ка- 

МдЫЙ нчленъ многочлена и полученный частный сложить, , ь 

Когда алгобраическое выражено, па которое длится мио- 

гочлопт,, есть одночленъ, то дЪлен!о членовъ многочлена па 

утоть одночленъ производять по рризылу двлешл одночлоновь, 



2368 -= 

' . ь ы 
Прим пь,. 1) ео : 4421 == 

. ис %, 1 и. 

=54* 204—141 а? | | Ав 2 ‚ И 

2) (Чщтя— Урий- | ии =—2т2-3--32-1, 
Е 5 

$ 

5) (ео за +1 оу = ̂ 

1 1 | 
=-у— 0,151 . 4” ы ‘Ня р 

10. Зам чан:е. Частное отъ дБлешя одночлена на мно- 
точлень не можеть быть выражено ни одночлепомъ, ни много- 
членомъ. ДЪйствительно, если предположимъ, что частное 

а; (6--се—@) равно какому-нибудь одночлену или многочлену, 
то произведение этого частнаго на многочленъ 6-|-с—@ дало 6 

тоже многочленъ, а не одночленъ а, какъ требуется дфлетемъ. 
р С у 

11. ДБлен:е многочлена на миогочлент,. Част- 
ное оть дфлешя многочлена на многочленъ можеть быть вы- 
ражено въ видф цфлато алгебраическаго выражен!я лишь въ 

р®дкихъ случаякъ. Въ этомъ мы убфдимся, когда, авомоарниВ 

на примзрВ, какъ можно находить это частное. т 4 

Прим ръ. Ре | та а. (1 зе 47). 

Напишемъ оба многочлена по убывающимьъ стеценямъ буквы 
и и расположимъ ов ТАКЪ, каиъ опо располагается при 

дълени „пфлыхъ чиселъ: 
р 

бий — 1928--б- Ма --4 | 3 — 55-1 
2= 6245105285241 баЯ —32—4 

1-й остатовъ’„ — 9хе-- 821-- 172-—4 
ь 22 9-15 т Вх 

нае 

3-й остатокь „ —12х*--- 205 —4 
==121=70х=-4 

3-й остатокъ... 0, 

Предположимт, что искомое частное будетъ какой-нибудЕ 

мноточленъ, и что члены этого многочлена расположены ‘тоже 
10 убывающимъ степенямъ буквы х Чтобы найти этотъ много- 

тленъ, примемъ во внимаше;. что дфлимое должно равняться 
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произведенио дфлителя на частное. Изъ умножен!я расположен. 
ныхъ многочленовъ извъстно ($ 61), что выспий членъ произ“ 

веденя получается оть умноженя высшаго члена множимаго 
на выспий членъ множителя. Въ дзлимомъ выспий членъ есть 

‚первый, въ дфлителВ и частномъ выслие члены тоже первые. 

Значитъ, для 1-го члена частнаго мы можемь взять такой одно. 

членъ, который, будучи умноженъ на 1-ый членъ дфлителя, 

образуетъ 1-й членъ дфлимаго; поэтому: чтобы найти первый 

члонъ чаотнаго, достаточно раздфлить первый членъ дБлимаго 

ны перпый члонъ долотеля. Раздьливъ, находиуъ первый член 

частнаго 24%, ГПипомъ ого подъ чертою. 
Умножим'ъ эсй члепы ДЪлителя на первый членъ частнате 

л полученное проинведошо вычтомь язь дЬлимато. Для этого 
папишемь его подъ дЪлимым’ь такъ, чтобы подобные члены 
втолли подъ подобными, и у всЁхъ членовъ вычитаемаго пе. 
ремфпимъ знаки на обратные Получимъ посл вычитан1я пер: 
рый остатокъ. Если бы этоть остатокъ оказался равнымъ нулю, 
то это значило бы, что въ частномъ никакихъ другияхъ чле- 

новь, кромЪф найденнаго перваго, нзть, т.-е. что частное одно. 

членъ. Еслн же, какъ въ нашемъ прим рф, первый остатокт 

не нуль, то примемъ во вниманте, что дфлимое можно разематри: 
вать, какъ сумму произведен1й дЪлителя на каждый члене 

частнато. Мы вычли изъ дфлимаго произведене дфлителя на 

1-й членъ частнаго; ел$д , 1-й остатокь долженъ представляте 

собою произведене дфлителя на 2-й, на З ии саЗдующе члены 

частнаго. Выеспий членъ въ остаткЪ есть 1-й; выспИЙ члене 

дВлителя тоже 1-н, выспий членъ вь частном (не считая 1-го} 

есть 2-Й членъ. Значитъ, для 2-го члена Частнаго мы можеме 

принять такой одночленъ, который, будучи умноженъ на 1-й 

членъ дфлителя, образуеть 1-й членъ остатка; поэтому. чтобы 

найти 2-й членъ частнаго, достаточно раздфлить первый члент 

перваго остатка на первый членъ дЪлителя. Раздфливъ, нахо- 
димъ второй членъ частнаго —8м. Пишемъ его подъ чертою. 
Умножимъ дЪлителя на 2-й членъ частнаго и полученное 

произведен1е вычтемъ изъ 1-го остатка. Получимъ второй оста. 
токъ. Если этоть остатокъ равенъ нулю, то дфлеве окончено; 
сели же, какъ въ нашемъ прим?\р\, 2-и остатокъ не разепъ 
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пулю, то примемъ во’ вниман1е, что зторой, остатокъ есть 

сумма произведонй дЪлателя на 3-й, на 4-й и слздующие члены 

частнаго. Такъ какъ изъ этптъ членовь выспий есть 3-й, 

то, подобно предыдущему, 8-й членъ частнаго найдемъ, если 

первый членъ 2-го остатка раздёлимъ на первый членъ дЪ- 

лителя. Раздёливъ, находимъ —4. Умноживъ дфлителя на —4 

и вычтя произведен!в изъ остатка, получамъ 3-Й остатокъ. 

Въ нашемъ примЪрВ ототъ остатокъ оказался нулемъ; это по- 

казываеть, что въ чаотиоиъ другигъ членовъ, кромВ найден- 

ныхъ, не можеть быть, Моли бы 8.Й осталокъ былъ не 0, то, 
подобно предыдущему, пало было бы, если возможно, дёлить 

1-й членъ этого остатка на 1.Й членъ дЪлителя; отъ этого по- 

лучился бы 4-й членъ частнаго, ит. д. | 

Подобнымъ же образомъ можно выполнить дзлен!е, `асположивъ 

оба многочлена по возрастающимъ степенямъ главной буквы: ' 

—4А-Е 1-Е 5 —199-6ая | 1—55--82 

3=4==205=-122? —4— За 2 

„ — 3х 171—193 
= 35 Ба? 9 

2х? — 105'-}-621 
= 2-10 26а 

0 

При такомъ расположени первые члены въ дфлимомЪ, дё- 

хител, частномъ и остаткахъ будутъ низше. Такъ какъ низиий 

членъ произведеня (дфлимаго) долженъ равняться произведен!ю 

низшаго члена иножимаго (дфлителя) на низший членъ множителя 

(частнаго), то ходъ разсужден!й и порядокъ дЪйствя остаются 

ТБ же самые, какъ и въ томъ случа, когда дфлимое и дВли- 

тель расположены по убывающимъ степенямъ тлавной буквы. 

492, Вотъ еще нфкоторые примбры дфленя многочленовъ: 

1) 282 — 1305' — 26с347-|- 150% |1 паев 

ее 8сх3-- 202 22 —Зс% 

—215'— 607--150х 
ты 662 — 15° 

вы о 
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Мы здвеь не писали, произведевй 1-го члена дВЯителя на 

1-й, 2-й и-т. д. члевы частнаго, потому что эти произведовя 
всегда равны тзУуъЪ членамь, подъ которыми они подписыва- 
ются, и при вычитан!и всегда сокращаются. Обыкновенно такъ 

и двлоють. {ром того, подписывал вычитаемыя, мы писали 
‚ ихъ Прямо 6Ъ нЕ АНАКОМИ, 

} 

2) 9—1 9х 

„Ним + т тиитиие 
каг" Подобнымъ образом мо- 
„о жомь убЪдиться, что раз- 
бо" | НОСТИ: 2—2, 2 — 0, 
„ай 2'-— а, (а вообще ="--а") 
Е, ‚ дьлаятся безъ остатка на 

С аы разность 2—0, т.-е. раз- 
— ность одинановыхь отепеней 

й Е" двухъ чисель дфлится безъ 
„а : остатка на разность этихъ чи- 

селъ. 

„ 3) {— 23а151--12а-- 20153 -- 12442 — 10476 —9а5) : (4а5—3) 

Особенность этого примВра состонтъ въ томъ, что по какой бы букв» 
цы ни располагали, въ дёлимомъ вотрёчаются члены съ одинаковыми по- 
казатезяии главной буквы Таве члены соединяють въ одииъ, выноея 

тяавную букву за скобку. Расположимъ, напр., по букв @ и затВмъ про- 

‚ изведемъ двлене такъ, какъ было объяснено. Е, 

2031 — 2 36аЗ-| (1268— 105) а*--(12— 98а | а—8 

„» +10 А ини вия -—а 

— Ри —10 
аа — м  `°“ 

‘ (125—165) а1-+ (18—96)а 
3095 —13а 

0 
у 

‚3. Признаки невозможности дфленя много. 
членов`ь. Когда частное отъ дфлошл многочленовъ не можете 
быть выражено цфлымъ многочлономъ (или одночленомъ), то д 

лене называютъ невозможным, Вотъ признаки невозможнаго 

дБления: , 
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1}, Если показатель главной бунвы въ высшемъ член® дфлимаги 

меньше показателя той же буквы въ высшемъ членф дфлителя, то д%. 
лен!е невозиожно, потому что тогда нельзя получить высшаго член: 
частнаго. Напр., невозможно дЪлен1е `(322-|- 5х — 8): (2#'— 4), 

такъ какъ 347 не дфлится на 215. их 

`2) Если показатель главной буквы въ низшемъ членф дфлимаге 
мэньше показателя той жз буквы въ низшемъ членф дЪфлителя, тс 

ДЪлен!е невозможно, потому что тогда нельзя получить низптахе 

члена частнаго, 1Тапр., невозможно дфлеше (51-1 55° —36%--25): 

} ('—25*), такъ кокъ 2% не длится на — 267. 
‚ 8) Коли показатели главной буквы въ высшемъ и низшемт 

членахъ дълимаго не меньше соотвзтотвенно показателей этой 

буквы въ высшемь и’низшемъ членахъ дВлителя, то еще 

нельзя сказать, чтобы дфлене было возможно. Въ этомъ слу` 

чаф, чтобы судить о возможноети дленшя, надо приступитЕ 

въ выполненю самаго дЪйствя и прожолжать его до 1х 

поръ, пока окончательно не убЪдимся въ возможности или не- 

возможности получить ц®тое частпое. При этомъ надо разли- 
чать два случая: 

Т. Когда многочлены расположены по убывающимь степе- 

нямъ главной буквы, то продолжаютъ дЬйств!е до тхъ поръ, 

пока или въ остаткВ не получится 0 (тогда дфлене возможно), 

или пока не дойдуть до такого посяфдняго остатка, первый 

членъ котораго содержитъь главную букву съ показателемъ 

меньшимъ, ч$мъ первый членъ дВлителя (тогда дфлеше невоз- 

можно) Напр.: у 
. 100—248 „ --За--1 1 2—1 

Е В. 
"—2а*-- 5а*- За... 2 

ы = @ 

5а--2а--4 
5 ри р 

я 

2а--6;; 

Л»лен!е невозможно, ротому что мы дошли до такого остатка, 

у котораго первый членъ не длится на первый членъ дёлителя 
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П, Когда ‘многочлены расположены по возрастающииъ сте- 

пенямъ тлавной буквы, То сколько бы ни продолжать дле- 

ня, нельзя получить такого остатка, у котораго первый членъ 

содержалъ бы глопиую букзу съ показателемъ мевьшимь, 
чвыъ у порваго члопа ДТлитолл, потому что при такомъ распо- 
ложешия покаяатоли тлвиной букюм гь первыхъ членахъ остат- 

коръ идуть, уполичиньиеь (ом, страл, 70). Въ этомъ случа% 
поступиюРь такм иредиоложиюь, что цфдое частное возможно, 
лычиоляють чирину послфдШИй члонъ ого, двля высший 
члошь ДФлимач (5,0, ПослФднИЙ) ‘на рыси! членъ дфлителя 
(на посади), Шайди уомошИЙ члопъ частнаго, продолжають 
ДВлеш!е до тИкь поръ, пока въ частцомъ по получится члена, 

у коториго Покаватоль гладлой буквы равенъ показателю вычис- 
лопнаго члона, Воли при этомъ получится остатокъ, то дЪлен!е 
порозможие, потому что цфлое частное не должно содержать 

чхлепоръ выше того, который получается отъ дЪлешя высшаго 

члена дФлимаго на выспий членъ дфлителя. Напр.: 

43а » о — 23а 10 | —1--28 — 

’_ -|- За? —1-_ З3а— Ва" 

За Е 8а* — За 

» -- баз 

8а? —- 4аз -|- 10а 
» + 160: 

408 —- 26а 

Дъфлен!е нерозможно, потому что, продолжая дфйстве, мы 

получили бы въ частномъ членъ — 49°, тогда какъ послёдн:й 
членъ пфлаго частнаго, если бы оно могло существовать, долженъ 
быть 5а*., 

74. Правило д5лен:я многочленовъ, Расположивъ 
двлимое и дБлителя по убывающимъ или возрастающимъ сте- 

пенямъ главной буквы, дфлять 1-Й членъ дВлимаго на 1-й членъ 

дЪлителя ‘и полученный одночленъ принимаютъ за 1-й членъ 

частнаго.`" оВ 

Умножають вс№ члены о итезя на 1-й членъ частнаго и 

произведен е вычитають изъ дёлимаго; оть этого получають 

1-В остатокъ. 
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ДЪлятъ 1-й членъ этого остатка на 1-Й членъ дфлителя п 
полученный одночленъ принимають за 2-Й членъ  частнаго, 7.. 

Умножають вов члены дфлителя иа 2-й членъ частнаго и 
произведене вычитають изъ 1-го остатка; отъ этого и 
2-Й юстатокъ. а а .) о 

ДБлять 1-й членъ этого остатка на 1-й членъ о: и 
полученный одночленъ принимають за 3-й членъ частнаго.:›.. 
Продолжають такъ далфе до тёхь поръ, пока или въ 

остаткБ не получится нуль (тогда дЪлене возможно), или пока 

не обнаружится, что такого: остатка быть, не можеть (тогда 
дЬлен!е невозможно), „. ‚. ори ое 

76. Зависимость мемду дёлимымтъ, дълите. 
лемъ и остатномъ. При дЗлеви многочленовъ между 

дьлимымъ, дфлитедемь и частнымъ , существуеть такая же 
аи. какъ и при ариеметическомъ , дВленит цфлыхе 

чиселъ, @1.-е. дБлимое равно произведеню дфлителя на частное 

сложенному съ остатномь. Въ самомъ ДЪлВ, изъ правила дЁле- 

ня многочленовъ видно, что остатокъ получается отъ вычи. 
таня изъ дфлимаго всфхъ членовъ произведевая дёлителя не 

частное; значить, обозначивъ многочлены дфлимаго, длителя, 
частнаго и остатка соотвётственно буквами №, РО и В, мы 

; 
можемъ написать: ое И и 

№— Ро=В; откуда М№М== РОВ. 

Въ частномъ случа, когда дВлене совершается безъ остатка, 

т. в. когда В= 0, эта зависимость будеть: №== РО. ‘т.м. 
Указанною зависимостью пользуются, когда хотятъ сдёлатт 

певфрку дБленя многочленовъ; съ этою дЪлью’ умножают1 

частное на дфлителя и прибавляютъ къ произведен!ю остатокъ. 

если онъ есть; при правильномъ выполнени ЕЕ ВЪ о 
татВ должно получиться дВлимое. > ы ` 1 в 

ый ‘ | ув о 

‘’Замфчане. РаздЬливЪ ‘об части авовСтВ:, и = 20-1 

на @, получимъ: _ 
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Этивмъ соотношенемъ иногда пользуются для преобразовашя 

дробнаго частнаго, Такъ, сдфлавъ дфлен!е, указанное выше на 

стр. 72, можомъ папполтьы 

1001 — За ва 4 $ 5, 2а-- 61 
Е о 

ТЛАВА`У!. 

‚ Услошя тождественности многочленовъ. 

70, Продварительныя разъяонон!я. Два алгебранче- 
ок!я выпажонм наз. тождественными ($ 3), если при всякихъ чноленныхь 
впачос\ихь буквъ они имфютъ одну и ту же численную величину. Дза обо- 
вкачешя тождественности иногда употребляють особый знакъ (==), кото: 
рый сталятъ между тождественными выраженлми. Если, напр., вишуть: 

@--0(а— В =а1—8, : 

то этимъ хотятъь обратить особое внимаше на то, что произведен 
(а«--5)(«—Ъ) равно разности 4 — 5* ие пря какихъ-либо частныхъ числен- 
ныхь значеняхъь буквъаи5, апри всевозможныхъ. Знакъ этотъ, впрочемъ, 
чахце всего зам пяется обыкновенныхъ знакомъ равенства, (==). 

Вов равенства, которыя мы выводили въ предылущихь Тлавахъ алгебры, 

предотавляютъ собою тождества, т-е равенства тождественныхъ алгебраи- 
ческихъ выражен. Таковы, напр, равенства, ? 

А-- (а -.—д=А-а-—Ь--0-4 (3 49) 

А—(«—в-- =А—а+$-—с {8 51) 

(а-+Ь—с){4—@==а4-- 5 — а—ве— Ив (& 58) 

Выводя эти равенства и основанныя на нихъ правила алгебранче- 
скихь дНствЙ надъ многочленами, мы однако но задавались вопросомъ, 
однозначны лн эти дЬйствя, или многозначны. Напр, мы вывели (8,58), 

что для умножен!я многочлена на иногочленъ „уиножають каждый членъ 
иножимаго на каждый членъ иножителя и позученныя произведеншя окла- 
дываютъ“. Такимъ образомъ, прим нивъ это правило къ двумъ даннымъ мно- 

гочленамъ, мы получимъ такой трет!й многочленъ, который при всевозмож- 
выхъ численныхь значешяхь буквъ равеыъ произведенио даиныхъ мпого, 
членовъ, Цо мы при этомъ не захавались вопросомъ, нельзя ля какииъ- 
нибудь путемъ найти еще ин иной многочаонъ, который также тождественно 
равнялся бы проиеведею данныхь иногочленовъ; а до тёхъ поръ, пока 
кы не рЭшили этого вопроса, иы оотвемоя въ неизввотности, однозначно 
ли алгебраическое умножеше, иди, быть можоть, двузначно и даже многи“ 
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зпачло. Такой же вопросъ возникаеть и о другихъ алгебраических дъй- 
СТВяхЪ, ° : Л. м 

‚ Чтобы разрЫлить этотъ вопросъ, мы должны предварительно установить 
признакъ, по которому можно узнать, когда два иногочтена тождественны. 

‚` 77. Некоторыя замбчаншя о 'лногочленахъ. 
Во всякое алгебраическое выражение хогуть входить числа, выраженныя 
цифрами, и числа, выраженныя буквами. Посидея могуть быть двоякаго 
рода. иди это постоянны числа, предполагаеныя данными, ити же это пере- 
мънный числа, величину которыхъ мы можемъ измфнять ®). Числа, постоян 

выя обыкновенно обозначаются начальными буквами алфавита, а числа 
перемнныя—послЗдничи. 52% 

Цлый многочлень предотавляеть собою злгебраическую сумму одно- 

чзеновъ внда Ах”у”я?..., гдВ буквы я, у,г.. означеють перемфнныя чисеза, 

а кооффищенть 4 и показатели стешеви т, я, р,...—кавя-нибудь побтояв» 
ныя числа, при чемъ показатели предполатаются числами цБлыми положи» 
тельными (въ частныхъ случаяхъ, впрочемъ, нзкоторые изъ нахъ И даже 
вов могуть быть нулями). Мы будемъ преднолатать, что въ многочленахъ, 

о которыхь намъ придется говорить въ этой гдавЪ, сдзлано приведене 
подобныхь членовъ’ (8 46). Коэффищенты членовъ многочлена 183, коэффя- 

Щентаыи самого многочлена, Если коэффишенты многочлена одлаются рав- 
ными нулю, кром$ какого-нибудь одного, № многочлен обратится въ одно- 
чденъ, таль что можно сказать, что одночленъ ебть частный стучай мно- 
гочзена. Е 
‚ Сумма вохъь показателей при перемвиныхъ вь одночлень наз. сте- 

пенью его, или измфренемъ. Тоть членъ хногочлоне, которало степень наи- 

большая, наз. высшниъ членомъ его, в тотъ, которого степень наименьшая, 
наз. низшимъ членомъ. Стелонью многочлена НЗ, степень его высшаго члена. 

Если вов члены одного изизреня, то многочлойъ наз. однороднымъ. Тотъ 
членъ многочлена, которы! совофмъ не бодоржить перемфиныхъ (иначе 

сказать, членъ нулевой степени), ном, овободнымъ членомъ. : 

ПримВры многочленовъ. 

1) 2—5... двучлень 1-Н отепени} 
2) м — 35-6... трехчлень 2-Й отопоци; 
8) 3-1: —2--10,,, многочлен 4-Й степени (пе нь члона 

съ 53); , Е 

4) Аз -- Ват-1-- Охт- у ... -- Да-- Г... облай видъ многочлена, 
т-й степени, содержащахо одно ПО и расположениаго по убываю- 
щимъ степенямъ его; | 

1) Если величину каждаго изъ нихь мы можемь изифнять произвольно, 

независимо отъ воличины друснхъ перемфнныхъ, то они ваз. перемфннымк- 

независимыми, 
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№ м За И п ‚однородный трохчленъ 2-Й стенени съ двуми пи 
МЫниыии; ' . ' 

6) 4мум -|- и зшайу = них «„- В, ,, Мпогочлень 4 Й степени съ тремя по 

реминиыми (не боАвужить овободнаго члена), р ы 
та 

78. Лемми. [или ино очлень съ однниъ перекфинымъ х (для кралкс- 
АН убочначими втот® многочлонь одною буквою М) 

А! = Дит -- Вит-1-- От --...-- Ка 

#8 мия! Финйьднаго члена, то, канъ бы мало ни было данное положительно 
МИНА ©, Ви: да моно найти таное отличное озъ нуля звачен!е с, при котором 

абнианиний миличина многочлена будетъ меньше а. 

Дом, Очьнилио, что абсолютная величина многочлена ченыше суммы 

№@уь модичинь ого членовъ (или въ крайнемъ случа равна ей). Съ другой 
етороны, воли лля х будемъ брать положительныя числа, менышя 1, то 

ИСИ, Ме, = аит д. Поэтому, обозначивь абе. величины чисель 

Ми Л, С... инт черезь М, А’, В’, 0’... а’, мы можемъ напиеаль: 

": ЗА + Вибе... К 
т, -6, Мо (А-НВ+НС-+..Кх (прия< |. 

Цзъ этого неравенства видно, что если для =’ возьмемъ кавое-нибудь по- 
ложительное число, которое, будучи меньше 1, въ то же время и меньше 
частнаго: а’ (4’-- Вв-- С-+-... К’), то тогда 1’ сдвлается меньшеа: чт? 
я требовалось доказать. ` 

Напр, чтобы многочленъ х# — 3271 -- 2? —2х сдълался по абсолютной 
величин® меньше 0,000001, достаточно для х взять какоз-нибуль положн. 

тельное число, меньшее частнаго 0,000 001 : (1-3 --1-- 2), т-е. меньше 

1]. милтонной 

73. Теорема. Для того, чтобы итогочленъ разнялся нулю при вс9воз. 

можныхъ значешяхъ перемфиныхъ, необходимо и достаточно, чтобы всф его коз» 

фищенты были нули . 

Док Сначала докаъемъ теорему для многочлена съ олнимъ перз 

ЫЪННЫмЪ ` 
, М = Аз -- Вт—-- Одт—--., ‚+ ая -|- Ка -- Г. 

19. Необходимость признака, Предподожимъ, что М =0 пр; 

всевозможныхъ зиачемяхъ и, докажемь, что тогда всв его коэффищенть 

должны бытьнули ели Г =0 при всевозможныхъ значетяхъ =, то М == ( 

при 2 ==0 Но тогда М обращается въ Ту значить 7. =0 Теперь данны: 
многочленъ можно представить такъ. 

М= ®(Аа-1- Вл 44... ЛК) 
ИЛИ М==(М№М-+ К), 
если положимЪ: № -= Азт-- -|- Вот... | Ле. 

Такъ вакъ М =0 при поевозможныхъ значеняхь х, то №0 й’пр 
всзхь звачешяхь я, отлачныхь отъ нуля. Но при такихъ значешяхь про 
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изведеше #(№М--К) можоть равняться нулю только тогда, когда №- А =: 0. 

Это возможно дишь тогда, когда К ==0. Въ самомъ дЪлЬ, предположим, 
что К --0. Тогда, согласно доказанной выше лемм}, можно для х найти 

такое значете (отличное отъь нуля), при которомъ абе. величина, мн. М, 

не содержащаго свободнаго члена, слфлается меныме абс. величины ХК 

при такомъ зиачении ® алгебраическая сучма №М-- К не можеть равняться 
нулю. Значить, необходимо, чтобы К == 0, Предетавивъ теперь данный мно 

На М (дея Вит... Л, 
мы такихъ ве путель докажелъ, что /=0 ит. д 

' 2, Достаточность признака. Пусть всВ коэффищенты много. 
члена ДТ будутъ пули: тогда при велкомъ знвачени каждый чденъ много. 

члена, раяенъ пулю и потому ДГ = 0, › 
Докамкомъ теперь тоопому дал многочлена съ 3 поремивыми @ и у. 

Раесположныь его члены ио убыпающимь отоионлыъ одного кыкого-пибуд! 

перемфянаго, нцир., ©, тогда многочлен будеть иийть видт: 

Аа {- Вдт-1 -|- Сия ... Ам + С (Г 

тдф буквы 4, В, С..,Г означають нфкоторые „многочлены (или очно. 
члены), содерапие“ другое перемБнное у, при чемъ коэффищенты этиха 

мпогочленовъь принадлежать кь коэффишентамъ даннато миогочшена 1). 

Дадимъ теперь перемВнному у какоо-нибуль частное значете у. Тогда 
коэффищенты 4, В, С.. получать пфкоторыя частныя значешя, которыя 

мы обозначиыь: „Ау, Ву» Су, ... Ди, и многочленъ будеть: 

Ах” + Вл" - Схт-? + ... -- По. (2) 

Допустамъ, что иногочленъ (1) обращается въ 0 при всевозможныхз 
значешяхь хи у; но тогда онъ обращается въ О при у = % и любом зпз 

ченя х. Значить, иногочленъ (2) съ однамъ перомфнпымъ х обращается 

въ 0 при всякомъ значеши 2. Ноэтому, по довазанному выше, Ау ==0, 

В =0,... Г. =0. По такь вакъ у, мы взлли произвольно, то многочлены 

А, В, С... (съ однимъь перемвннымъ у) должны быть равны 0 при вся. 
комъ значеши у, & для этого нуно, чтобы вов коэффишенты этихъ мно. 

гочленовъ были нули; но коэффищенты эти служать также и кооффищен. 

тами даннаго многочдена; значить, кооффищенты и етого многочаепа 
должны быть нули. 

Достаточность признака, очевидна сама собой. 

‚) Есди, напр., данвый мпогочлень будетъ такой: 

' ал? -- <? -- 2х -- слу — 4213 — ев -- НЕ, 

то, расподожявъ его во убывающимь степонлыъ 2, получямъ хногоччень 

1 49+ (— 4) я + би д2-- У, и 
для котораго, 64}д.. Аа, В:=1— 4/3, С=6?--су-еит.х, Коэффященты 

этахъ выражен! суть а, 9, с..., те козффишенты давнаго многочлена, 
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Посл этого твуъ же премомъ докажемъ теорему для 3-хъ поренфннихи, 

потомъ для 4-хь ит. д. ‚` в ен г: 
© , ‹ 

3с. Теорема (озражаюцил ваконЪъ тождества мно- 
гочленовЪъ). Для того, чтобы два многочлона были томдественны, нзобхс 

димо и достаточно, Чтобы наждый члень одиого миогочлена иифлъ себ$ подобный 

членъ въ дпугомъ многочлена, в чтобы новффицщенты соотвфтствующихь подобныхъ 

членовъ были равны, 

‹ Док, Сивчаяя дмикомь тоорему для мпогочденовъ съ одничь перемвя- 

им, Пусть НАмъ дано тошдоотио} 

ддт ++ Вит + И ... + 2+ 8. 

Предположим, 10 мя; пусть, напр, "= п 2 "Тогда можемъ на- 

пясвть! 

Дота + Пан! 4+ баз --... Е Ка + ое Ра "14... + 82+ 8 

Коли ити многочлены равны другь другу при воякомъ значени 2, то 

ихъ разность тождественно разна нулю’ значить‘ 

даз+ -- Вам 4 (С— Р)=-- (рб) "1... (2—8) =0, , 

’’ Дтя этого, согласно прелыхущей теорем, пеобхолимо и достаточно, 
чтобы А:=0, В—=0, С=Р, р=0,...Г-==5; т.-е. необходимо и доста- 

точно, чтобы многочлены были одной и той же степени и чтобы коэффященты 

похобныхь членовъ ихъ были одинаковы; теорема такимъ обравомъ доказана, 

Такимъ же путемъ легко доказать теорему и для пфеколькихь пере- 

иВнныхЪ. р 
Изь этой теоремы, между прочимъ, сл8луетъ, что если два многочлона 

различаются между собою чёмъ-нибудь, кром8 порядка члецовъ, то они 
не могуть бить тождественными. ; 

‘81. Олнозначность алгебргичеснихъ сложе- 
ня, вычитаня и умножения. Доважень охнозначность для 
какого-нибудь одпого изъ этихъ дВИствй, напр, для умножеюя; для дру- 
тихъ дьйств:Й можно повгорать то же самое. 

Положимъ, что, уипоъая многочлены Ли М, мы съ одной стороны, 
произведя дЪиств!в по правилу умноженя многочленовъ, получили иЪко- 
торый мн. Р, а, съ другой стороны, какимъ-нибудь инымъ путемъ нашли 
новый мног. Р. Тогда многочлены Ри Р’, будучи тождественны порознь 

одному и тому же проязведеню ММ, были бы тождественны между собою. 

& для этого, согласно закону тождества, необхоцимо, чтобы коэффященты 

Р были соотвВтотзвенно равны козффищентамь Р’, но тогда многочлены 

Ри Р’ представляли бы въ сущеоети оданъ и тоть же иногочаенъ, Та» 

кимъ образомъ, произведене ММ можеть равняться только одному много» 
члепу {именно тому, который получаотся по правилу умнпоженя ‘много 
членовъ); значить, влгебраяческое умножене есть дЪйствае однозначиоо, 
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32. Однозначность алгебраичеснаго дЪленгя. 
Дъяеше иногочдона на многочленъ ие всегда возможно, если подъ дле- 
вемъ разумть дЪИствю (обратное умноженю), посредствомь котораго по 
двумъ даннымъ многочленамъ (дфлимому или лВлителю} отыскивается такой 
трет! млогочлонъ (частное), который, умноженный на дфдителя, дает 

‚ многочденъ, тождественный длимому. Въ томъ сзучаВ, когда такое дълел!е 

безъ остатна возможно, оно однозначно ДЪйствительно, допустимъ, что оть 
дфлешя мн. М на мп. № мы мотли бы получить два различныхь много- 

члена Фи 0’ Тогда чы имфли бы. 

М = М9, М= №, откуда №о= №0’. 

Но послфчнее тождество невозможно, такъ какъ если © чЪмъ-нибудь 

развитея оть 4)’ (кромБ порядка членовъ), то единственный многочленъ, 

который можеть получиться оть перемноженя № ни ©, будетъ различаться 

(помимо порядка членовъ) оть того единственнаго многочлена, который 
получается оть перемноженя № и @)’, а различные многочлены не могутъ 
быть тождественными, Значить, частное, если оно возможно, можеть быть 

только одно (именно то, которое можно потучить согласно правилу двлен!я 
хногочленовъ, $ 73} . 

Если двлене* мн. М на мн М въ увазанн У смысл» невозможно, то 

тогда дёлемемъ Л/ на № называють нахожден!е танихь двухъ многочленовъ [1 

(частное) и В (остатка оть дБлен!я), ноторые удовлетворяють тождеству” 

. М == МО- В, р 

при чемъ степень осуатка В ниже степени дълителя №. Если степень дли- 

теля № не выше степени дфлимаго 44, то дфлене съ остаткомъ (аналогич- 

ное ариеметическому дфленшю цфлыхъ чиселъ) возможно, какъ это видно 
изъ способа нахождевя частнаго и остатка, указаннаго въ правил дф. 

левая иногочхеновъ (6 74) Можно сказать, что такое д®леше возможно и 

тотла, когха степень дзлителя выше степени дфличаго, только въ этомъ 
случа частное будеть нуль, а остаткомъ будеть и само язшиное, 
т.-е указанное выше тождество будеть М= №01 М В. 

Поьажемъ теперь, что дзлеве съ остаткочъ воть афйстве однозначное. 
Допустимъ, что помимо многочленовь Фи А существують еще многочлены 
0’и В’, также удовлетворяющие опредфленю дфленя съ остатком Тогда 
мы и имЪтТь о тождества: 

== №О-- В; = №0’-- 1’; откуда: №0’ В’= МО в. 

а. Хо’ — р — А’, те №9—9)=А-— В’. ^ 758. 

Послфднее тождество возможно только тогда, когда многочлены @’и В’ 

не отличаются соотвфтственно оть многочленовь Фи В. Въ езмомъ д®лЬ, 

если бы мн. ©’ разнился отъ мн. @, то тогда лФвая часть посадняго 
- тождества, .п0 раскрытии скобокъ, представляла бы собою в$который иного- 

члевъ степени не ниже степени №, тогда какъ правая часть тождества 
была бы многочляночъ стегени ниже степени Митакъ какъ по опредфлениюо сте- 
пень К в степоль Д’ ниже степени №); а два многочлена, тазлизныхь сте» 



пеней не могуть быть тождественными, какъ $то слфдуеть изъ закона 10» 
ждества иногочленовъ (8 80). Итакъ, необходимо, чтобы многочлены (0’и 9 
не различались другь отЪф друга по тогда ХЪвая часть тождества равна 

пулю, значить, и працал ого часть разна нулю, и потому В не можеть 
разниться отъ 1’. 'Такимъ обризомъ, частное можеть быть только одно, и 
остатокь можеть быть только одипу, $ ы 

Замфтииь, что котла Ален М па М боворшаются безъ остатка, то го. 
зорить ироито, что М дфлитой во М, | 

е с, ‚ 

ГЛАВА УШ, 

ДЪълимость многочлена, цълаго относительно 2, 
Е ‚! на разность ж—а. | 

83. Теорема. Многочлень дл” -|- Вх”-1 -+ Сая-я +... -- Е при де. 
лены на разность © — а даеть въ остатнб число Да” -- Ваз—1 -|- Оат-® ---...--К, 
равное вначеню дЪлимаго при 2 = 4. 

‚ Док. Въ этомъ можно убфдиться, разсмотрёвъ самый процессъ дфлени 
ив м— а, напр: 

Аа? -- Вх -- Се-- О | ва _ 

„_-- Ааа Ала -| (Аа + Ву -- (Ааё-- Ва -- 0) 
(Аа-- Ве би +... 

д (а Вар 
(А -- Вв + 02 В 

„_-- (Аз - Ва? | Са) 
Ааз -- Ва? -|- Сао 

Но проще всего въ этомъь мозно убфдиться слВдующимъ образоуъ 

Пусть отъ дфленя даннаго многочлена (обозначимъ его М) на #—а частно 

будеть © и остатокъ В. Этоть остатокъ лолженъ быть нулевой степен! 
(т;е. онъ не должень содержать въ себЪ =), такъ какъ степень его долж: 
быть ниже степени дфлителя х—а, а этотъ дфлитель 1-Й степопи. По опре 

дЪленю дБленя мы должны имВть тождество: 

М=(@и—в) 9+ ве 

Положивь въ немъ 2 = а, получимъ: Е 

А, и М' = («—в) 9+8, 

если буквами М’и ©’ обозначимь т8 значешл ЛГ и 0, которыя эти иното 
члены принимають при @ = а; остатот% В, кам но содержашай вовсе #. н 
языЪнится оть подстановки а из мфсто 2, Такъ каьъ а— а =0 и (@— а) ®' = 

=0. 0’ = о то послзднее равенство даоты: В 
4 ай 

. р И М’ == Аа -- Ват-1 - Сат-й-|-...-— К; 916 и тр. док. 

А. Киселев Алгебра, 
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СлЪдствие. Такь кавь сумму «--в можно разоматривать, какъ 
разность & — (-— а), 70, примфвяя къ этой разности доказанную теорему, 
найлемъ: многочлень Мот -|. Вм-1-,,. -1- К при дфленш ина сучиу &--а 

даетъ #ъ остаткь число Д(-— в)"-- В (— в)" -|-...-- К, равное значеню д\- 
лимаго при те: мо ба 

у 

84. Теорема. Для того, чтобы многочлень Ах” -- Вхт—+ -- ит 
+...-- К д%5лилой на развость х— а, необходимо мы достаточно, чтобы яри 

Я = а онъ обращалоя гъ 0 | < 

Док. Это нообходимо, такъ какъ если уъезанный мвогочленъ дёлится` 
на х— а, то остатокь отъ дзлеюя дозженъь равняться 0, в этотъ остатокъ 
веть то значене дВлимало, которое онъ принимаеть при Х==а. Это доста- 

точно, такъ кажъ если мноточтенъ обращается въ 0 при я-а, то это зна- 
чить, что остатокъ оть дЪлешя этого многочлена ва 2—а равенъ 0. - 

Сл дств:е. Для того, чтобы иногочлень Ах” -|- Вхя—1 --... -|- К.д%- 

Авлся на сумиу х-|- а, необходимо м достаточно, чтобы пры 2 = —@ онъ обра- 

щался въ 0, такь нанъ сумма х -- а есть разность х — (—а). В 

Прим ры. 1) Многочлень 25 — 357 -- 55 —=1 при дъленя на #—12 
даоть остатокъ, равный 2%—3.22-- 5.2 — 1 = 29, Г 

2) Мпогочленъ 2 — 322 -- 52 —1 при дфлевши на 2-- 2 даетъ остатокъ, 
(— 2}: — 3—2) 4 5—2) —1=— 55. 

3) Многочлен а — 4х2-|-9 длится на 2—3, потому что остатокъ отъ 
двленля равенъ $38 — 4.32--9 =0 ‚ 

4) Многочленъ 25-- ® — 45 дЬлится па 2--5, такъ какъ осталокъ ра- 
венъ 2(—5}% -|- (—-5)— 45 =0 

й ‹ 

$5. ДБлимость нфкоторыхтъ двучленовт. Слф. 
дуетъ обратить особов внимание на слВдуюцщие случаи дётимости двучленовъ. 

1) Разность одинаковыхь стеленей двухъ чисель дфлится на разность тёхь же 

чиселъ, закъ какЪ 2% — 0" при дВлени на х — а даетъь остатокъ а" — а" =0. 
2) Сумма одинаковыхь степеней двухъ чиселъ не длятся на разность тьхъ же 

чисель, такъ какь 2” --- 0” при @ == а дать оотатокъ а" а" —=2а", что 
при а-2 0 не равно 0, . 

3) Разность одинаговыхъ четныхъ степеней даухь чисолъ длится, а нечетныхь. 
не длится на сумму этихъь чысель, Такъ какъ 5” — а” при х== — в даеть 

{— а)” — а", что при я четномъ равно нулю, & при т нечетномъ равно — 2а”. 

4) Суниа одинановыхь нечетныхь степеней двухъ чиселъ дфлится, а четныхь 
ке длится на сумму этихъ чисель, такъ какъ м” -- а” прим = — а даеть 

а" -- а", что при 5 нечетномь равно нушо, а пры т четномъ 
равно 2 0" \.. Г о ; РУ 

Е 

1) Полезно эмёть въ виду. сдвхующее простое соображене, поередствомъ 
котораго легко возстановить въ памяти указенные четыре случая дВлимости, 
Пусть, натр., мы жетаемь вспомнить, когда х” -- в” дзалтся ва "-- 7. Па 
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Зам чане. Мы видныъ, ято разность 5” 0” при т четномт 
длится и на х—а, и ва в-- а; въ такомь случаЪ эта разность должна 
дазиться на произведен! (2—а) (-- а), Т.-6. на, х?— а? ДЪЙйствительно, 

предетавивъ разрость д' — а БЪ ТАКОЪ ВИЛ: (©) — (а*)", мы замВчаемъ, 
уто это есть разность одинакопыхъ стопеной чисоль 2? и 07; слВд., оне 

должна дЪянтьоя мА ричноогь отихь чисоль, т.е. на 27—27, Тавъ 
2 — т (м а') (м ++ и), №8 —— дб а (1 — 01) (2% -|- 022 - <), ит п. 

80. Частным, получаемый при дЪленти уназан. 
ных двучленом, И роломотуи и процосов дфленя: 

! |. = в" 

аси рами ри 
1-4 ООТенье па - * 

: „+ ол Вомчаоиь, и нпогочдень, получившийея в1 
2 сот. ам т частномъ, содержит» в чаоноръ} сумма показа. 

ие телей въ каждомъ чломо при @ и @ ость числ 
3-1 а 8 - —“@ постоянное, равное т -= 1} покалаледи @ илутъ 

....-.‹  умевьшаясь на 1 отъ т ==] до 0, похазптоли ( 
т г 1 0ст.. 0” — 0” идуть, увеличиваясь на 1 от 0 до т == 1; кооф 
7-Я ОС. 1..." — "0 фищенты у вовхъ членовъ равны 1; злаки во® -- 

Чтобы получить частное оть дВленя я” — 0” на ю--а при т четномъ 

хостаточно въ п лученномъ выше частномъ замфнить 4 па — а, То жо само! 
можно сказать о частном (2” - в”) : (Ра) ‘при т ночетномъ, Таким 
ооо ' 

х 1) д" — в" = (© — а) (2—1 ат + в. ., 4+0") 

— 2) =" — а" = (#-- а) ("1 — 13" —1 ра" — ре тат -1) 
В г (пра № четяомъ); 

За а" = (=-На) (67-1 — ат оф, а") 
ь .„ (рим почотноль), 

4 .' 

| ГЛАВА УПИ. 

Разложене мвогочленовъ на мпожителей. 

$1.  УБащень нзкоторые простьй!9 случаи, когда мпого. 
членъ можеть быть’ разложенъ ва дфлыхь множителей. 

{ 

| ег“ 
этого разеуждвемъ ток: &“-- а! дВлитея на м -- а, в =2-|- 8 не дЪлитея не 
р-- а; значить, сумма мочетныхь стомелой хулител, а сумма четпыхь не дв 
лизся па а--а. Подобным же образом догко можемъ вепомнить двяимости 

или недвлихость и въ остальных» иоъ указвипыхь с2) чаовъ/ 



1 Если ве члены многочлена содержать общаго множителя, 

то его можно вывести за, скобку, такъ какъ 
` у ен 

м О от фт — от = (о — о), 

ры, 1) 1642585 — "дала == 441 (46 — аз); 
2) д — 2 За — 2%--3); 
3) 4т(а — 1) — (а —1) = (&—1)(4т—3*), 

1, Если данный двучленъ представляеть '<обою квадратт 
одного числа безъ квадрата другого числа, то его можно зам%. 
нить произведенемъ суммы этихъ чисель на ихъ ост 
токъ какъ а® — 5? = (а--5)(а— 5. 

Прим ры. 1) м — 1 = (972) — (97) = (п?) а =) = 

= (и*-- ю*)(т -- ®) (п —и), 
2) 25 —4 = (54) — 21 = (52--2)(52 —2) 

Зин 0о—1; 
4) 21 —(в— 1+ @#—П-@— В] = 

= (741#—1(@—=#-1=2%-—1; 

5) ОО 4 
—я--у) =25.2у = му‘ 

Ш. Еслн данный трехчленъ представляеть собою‘ сумм} 

квадратовъ двухъ чиселъ, увеличенную или уменьшеннук 
удвоеннымъ произведенемъ этихъ чиселъ, то его можно зам 

нить квадратомъ суммы или разности этихъ чиселъ, такъ какл 

о (&-- 5} 
а — 206 -- 6? = (а—5)? = ($ —а)* 

ПримЪры. 1) а 2а--1=2-- 94. 1-18 = (а 1)% 

2) м 4— 427 = (2) -- 22 — 2(21') = 

2) — м); 
3) —#-- 252 -- 0,01 = (55)*-- (0, 1 — 

— 2(52.0,1) == (5 — 0,1)* = (0,1 — 52)", 
О о Ш 

= (а =--1)*; 

5) 42" — "4 ("4 42") = 
о (а -- 2 — (8—2) 

$ вл 
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ТУ. Иногда многочленъ, состоящий изъ 4 ити болфе членовт, 

можно привести къ виду а*— 5 или а? + 2а5 -- 6", разбив [5% 
предварательно н& Части, 

Примфры. 1) м — 2 — р = (п -- и — Эти) — 

жи (и р == (тп рт — пр) 
уч бу —— 0 вжая — (уз —бу-- 9) = а — 

ивы — 3) — 9—3] = 
== (#-|-у- 3) (и у--3); 

В) ини от | 26 - 240 -|- 2% = 
ша (11-1 0 -|- 205) - 0% - (3ас -- 25) = 
в (в-|- )*-|- 01 + 2(а-- Вс == (а-РЬ-| с). 

У, Иногль члопы многочлена можно соедицить въ н»Ъскольк‹ 
ррушть, вгь которыхъ каждая разлагается на иножитолей; еслг 

вь числ отихъ множителей окажутся обш!е, то ихь можн( 

выпости ва скобки. 

Прим ры. 1) ас -- 29-56-54 = (ас -|- аа) -- (в -- $4) = 

або =; 
2) 12 — 45 — В 28 = (12 — 44) — (35—27) = 
ПИ Е Ве 

= (8 — 2)(8--2)(2—2). 

УТ. Иногда бываетъ полезно ввести вспомогательные члены 
или какой-нибудь членъ разложить на два члена, 

Прим ры Г) да! — 5 = 43 — 05-1 06 — 68 =аа—5)-- 
-НЫ(а? — 52) = а*(а—5) - Ка--5)(а—5) = 

=@а— ве а-- = (а-—9(а2--в6 В) 
}) а 6: = 28 -- а — 5 = ача--5) — 

— а — 5) =а*(а-- (а а—9= 
(а-|- 5) [@*—5а —)] = (а-- 6) {а — аб -|- #°) 

3) 227 | Зву уз == 2 -[ ау-рау = 
= =--) ++) =@--)@=-у,.. 

Разложеня разностн и суммы дпухъ кубовъ, указанныя. Вт 

прим*\рахъ 1-мъ п 2-мъ, полезпо вапомнить. 
1 

———. — 



ГЛАВА 1Х, 

Алгебраическ!я дроби, 

83. ОСпред лен!е. Алгебраической дробью называется частное 
отъ двлен!я двухь алгебраичеснихь выражений въ томъ случаЪъ, когда дЬ 

лене только уназано. Такъ, а: ь в вы 
&--2 

выя выражен!я суть алгебраическая дроби. Въ такихъ выраже. 

мяхъ двлимое называотся числителемъ, дфлитель— знаменателемъ 
а то я другое-—членами дроби. 

‚ Алгебраическая дробь отличается оть ариеметической тЪмъ, 

что члены ариеметической дроби всегда—чиела цзлыя положи: 
тельныя, тогда какъ члены алгебраической дроби могутъ быте 

числами какими угодно, лишь бы только знаменатель не рав 

нялся нулю (такъ какъ дфлен!е на 0 новозможно). Напримфръ 
8 44 */, есть ариеметическая дробь, а вырашек!о м представляете 

и тому подоб: 

, , 

собою частный случай алгебраической дроби, Несмотря однак‹ 

на это разлище, съ дробями алгебраическими, хокъ мы сейчаст 

увндимъ, можно поступать по тёмъ же правиламъ, кая ука 
заны въ ариеметикЪ для дробей вриеметическихт. | 

89. Основное свойство дроби. Величина дроби ни 
измфнится, если оба ея члена унножимъ или раздёлимъ на одно у 

то же число, отличное отъ нуля. 
, 

а 
Пусть имфемъ дробь и какое-нибудь положительное иле 

Е д а ат 
отрицательное число т. Требуется доказать, что ВА 

` Обозначимъ частное отъ дёлен!я а на Ь черезъ 4, а частное 

оть дблешя ат на фи черезъ 4’, т.-е. положимъ, что 

= [1 и =4 [2]. 
Докажемъ, что 9@=9 По опредфяенио двленя иЗЪ равенстол 

Пи [2] РИ 

==ф@ [5], ат == ид" 4. 
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Умножниъ об части равенства, [8] на т (отчего, , конечно, 
равенство не нарушится): 

ат == ат [5]. 

Сравпивая ратиииетла [1] м [4], маходимъ, что оба произве. 
ден[я: Фут и $м9' равим одпому м тому же числу ат; поэтому 
юпи рапим между собыю: 

| Бут = т. 

Раодфлимъ об части этого равенства на $т (170 возможно 
сдфлать, такЪ цакъ числа 6 и т не нули, слд., м произведене 
$т но вуль); разенство отъ отого не нарушится: 

Бат  6та' 

т т’ 

Чтобы раздфлить на 6т, достаточно раздЪлить на $ и полу. 

ченное частное раздБлить на т ($ 39). РаздБливъ 54т или 9тё 
на 0, получимъ т; раздфливъ т на т, найдемъ 9. Подобно 

этому, раздзливъ 64’ на фт, найдемъ 4. Значить: 

р № а _ ат 

4=4' и, слд., ты’ 

Переходя въ этомъ равенствЪ `отъ правой части къ лёвой, 
видимъ, что величина дроби не измзняется оть дВлешя ея 

членовъ на одно и то же число, не равное нулю. ‚ 

Оговорка: „не равное нулю“ должна быть сдЪлана потому, 

что отъ умножения членовъ дроби на 0 мы получили бы частное 
зо \ 

а которое равняется любому числу (8 36), а дБлеше на 0 не- 

возможно. 

99. Приведене членовъ дроби нъ цБлому 
виду, Умножая оба члена дроби на выбранное надлежащимъ 

образомъ чиеёло или алгобраическое выражен!е, мы всегда можемъ 

преобразовать данную` дробь такъ, что числитель и знаменатель 

ея будуть цфлыми алгебраическийи выраженями, 



-—маы ыы 

} 

< м 

‚ Примрьм 

+ За 

1) и = (оба члена умножены на 4); 

Е Е 9 

71а — З5а 83° 16а 
2) "15 (на 5); 8) 7—2 (ва 24); 

5 8 > 

2а-- 2 5) ие (на 2. 
4) __6_ 1245 (на 6); ‚ 1-1 

1—-а 6—6ба ' х 

91. Перемфна знаковъ у членовъ дроби. 11°, 
Перемфнить знакъ на противоположный и передъ числителемъ. 

и передъ знаменателемъ дроби —это все равно, что перемЪните 
знакъ у дёлимато и дёлителя; оть. этого величина частнаго н‹ 
измфняется. Наприм$ръ’ 

28. Перемфнить знакъ на противоположный передъ какимъ 

нибудь однимъ ‚членомъ дроби—все равно, что перемЪнит! 

знакъ передъ самою дробью; напр. 

(при дфлеши мивусъ на плюсъ и плюсъ на минусъ дают 
минусъ). с 

- Этими двумя свойствами дроби ипогда пользуются для НЪ 

котораго преобразованя ея; зар 

—34 38°. 1—а _а1 

—Ъ 5. 9 ; 

Саар т— п? р ти? 
== ий ин), 

тт отп) к тв 
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92. Сокращено дроби. Если числитель и знаменатель 
имфють общаго множителя, не равнаго нулю, то на него можно 
сократить дробь (потому что величина дроби не измфняется 

оть дфлен|я обоить од члеповъ на одно и то же число, отлич- 
ное отъ нуля). ° ‘' 

завсмотрииъ отдфльшо сайдуюние лва случая: 
Ю 

1. Чиелитель и знаменатель — одночлены, 

1201 50 Е 
Примфры, 1) Тбааяу = —— (сокрьшщено на 8ах”), 

я71-$ 1 

2) т = о ; (сокращено на 18а5"-3). 

Правило. Чтобы сократить дробь, у которой числитель и зна- 

менатель одночлены съ цблыми ноэффищентами, предварительно на- 

ходять общаго наибольшаго дфлителя коэффишентовь и приписы- 

ваютъ къ нему множителями вс буквы, которыя входятъ одновре. 

менно въ числителя и знаменателя дроби, беря каждую изъ этих 

буквъ съ наименьшимъ показателемъ, съ нанииъ она входить вт 

члены дроби, составивъ такое произведение '), дфлять на него об: 

члена дроби. 

П. Числитель или знаменатель — многочлены. 

Прим ры 

1 8—5 --! И лей Бары Слеже (2—1) —1) _ 
яр “р тым“ 

—_#—1 &—1 ВЕ 

а 

и —т _—и—®) _ 
2) —— -==— 
) та— я (тт я) = ==. 

Правило. Чгобы сонратить ть съ иногочленнымъ числите 
Ломъ ИЛИ ЗА НАТОЛОНЪ, предварительно разлагаютъ многочлены # 

ху : у, 
*) По аналоги 0$ пВлыми чиолеми это произведене можно назвать общим 

нлибольшимъ дфлителемъ тисхитоля и вппмонателя дроби. 



-— ух 

эножителей ы затфиъ сокращають на общихь Нот Фсли тане 
р \); - о. т. 

ь вх \ | 

`° 93. Приведен:е дробей къ одинановему знаме. 

нателю. Умножая оба члена каждой дроби на выбранное 

надлежащимъ образомъ число или алгебраическое выражен, 
мы можемъ сдфлать знаменателей всфхъ данныхъ дробей оди- 

наковыми. При этомъ могутъ представиться тВ же 3 случая, 
какъ и для дробей ариемстическихъ, а именно: 

1-й случайг знаменатели, в5$ или н5которые, имфютъ общихъ 
множителей. ` я { 

Чтобы найти въ этомъ случа простфйшаго общаго знаме. 

нателя, составтяють произведене изъ вофхъ различныхъ мно- 

жителей, на которые разлагаются знаменатели, беря Еаждато 

множителя съ наибольшимъ показателемъ, съ какимъ онъ вхо. 
дить въ составъ знаменателен ?). 

Найдя такое произведен!) слёдуетъь затВмъ выписать для 

каждой дроби дополнительныхъ множителей (не достающихъ въ ея 

знаменателв для получемя общато знаменателя) и на нихЕ 

умножить оба члена каждой дроби. 

ры а 
Прим ръ (ый. Пар тя, СТВ" 

Такъ какъ 152733. бау", 12411601, 0501 и 185у2—2 5393, 
то различные множители, рходпи(о пъ состапъ знаменателей. 

суть 2, 3, 5, 2, уи г. ВзявЪ КАЖДЫХ ЯвЪ этихъ множителей ст 

напбольшимь показателемь, получим 21.37. базулей == 1805%у327. 

Это и будетъь общий знаменатель, Дополнительные множители 

будутъ: для 1-й дроби’ 12521, для 2-Й: 1593, для 3-В 1022, 

1) Обращаемъ внимате учащихся па ошибку, которую иногда дёлзюта 

при сокращен дробей: нольвя сокращать часль числителя съ частью зн» 

менатезя, Наприив ръ, было бы вообще ошибочно сократить дробь ее 

а--ь ой — а 

Танъ са’ ! Я 14 

2} Такое произведен!е, по зиалопи съ пфлызи числами, можно назват 

ваименьшныъ кратнымъ всёхъ знаменателой. 



— ох = 

? 

Посл приведовя дроби будуть слЗдуюцщия: 

1202’ | " 15° | 10ах?уг* 

о ь Воду ? 18029у*5? 
„ , 

' 

5 
Примфръ 2-й. эт" ‘ЕЕ 2’ Зара 

Г | и й “4 

Разложимъ онамонатолой на кномителой: 

"22-1 = (о-- 1 1 до. ма, 22 
Я +229. 91 ше и(а += 1)* ‚а 
22 -- 227 == ди (8 -- п. оу #1, 

Общ, внам, ма 25(5 -- 1 
*} 

Посл приведонйя дроби будуть слёдующя: 

р 8 5(#--1) 
Зе -1’ зат’ 25-1! 

5 2 
ПримЪръ 3. Ри: ВИО ГИ 
, г # т < 

в 
Перемфнимъ знаки въ знаменателв 2-й дроби на противопо. 

ложные, а чтобы не изм$нилась величина дроби, изм ним? 

знакъ и у ея числителя: 

2 Ре: 

и #— а, Е 

Общ. зн. а; доп. мн. : для 2-й дроби: Ра, для 3-й: х—а 

Посл приведеня дроби будуть: м 

2 —-#—а ры 

ый и 

2-й случай: одинъ изъ але длится на, во 

оотальныхь, и и 

Ототъ внаменатель и будеть общимз. Дробь, инющую это 

визмспателя, оставляютъ безъ ‘пефомЪны, а члены. каждой ии 



остальныхь дробей умножомть на соотвтетвующаго дополви- 
тельнаго множителя, 

Прим ръ. 

Знаменатель а — 5 лат над —Ъ и на а -Е 5. Это и бу», 
деть общий знаменатель. Дополнихельцый множитель для пер- 
вой дроби есть а--$, для второй а =; послф приведен!я къ 

общему знаменателю получимъ: 
й 

(а-- т (а—5у Г 
я—5 ми’ ЖИ 

3-й случай! никакая пара знаменателей/ нб имфеть общихъ 
множителей, | 

Въ этомъ случаБ оба члена каждой дроби вадо умножить на 

произведен!е, знаменателей всхь остальпыхъ дробей. 

а. 2 +в пар < ева 
ПримЪрь. Эх; 2’ 7 пееененнйр 2 Ва’ 

о у 2 0% * у И атй 
2) тт? п’ р’ °* "Ир" тЯнара' ' таяара } 
да Ь “(@—5) Эа рб’ ар ати, шей’ , 

84. Сломене и вычиташе дробей. По правилу 
двлен1я многочлена (5 69), ин можемъ написать; 

ое. а 
78 а. тот т’ 

Читая эти равенства о налБво, находимъ: 

1) чтобы сложить дроби съ'одинаковыми знаменателями, снлады- 

ваютъ ихъ числителей и подъ суммою осо того же’ зна- 

менателя: 

2) чтобы вычесть дроби съ одинакозынми знаменателями, мзъ чис- 

лителя уменьшаемаго вычитаютъ числителя вычитаемаго‘и подъ рез- 

ностью подписываютъ общаго знаменателя, 



Если данныя для сложешя или вычитатя дроби им\ми’| 

разныхъ знаменателей, то предварительно ихъ слЗдуетъ Ири 

вести къ олинаковому внаменателю. `' 
‹ ' ы |, и 

- Прим ры, 

\Надъ дробями падинодмы дополинтольные мыожители). 

им ь Е Воа 
— — — > 

ао а ав. од ис би 66т*—25аст 
1) Бат" “И ее 2) по ай "= обалбе — 

НЕЕ 
20 — т 3(4— 1) ДОН, МН, м @--1 
+1 2-1 . › у м2 (7—1) 

241 — 0 == 2(4-4-1)(#-—1) › эш|, 
общ. знам. = 2(2— ры 1) 

Вь результать получимъ: 

&-- 0-0 0#—3)2#—0-@ 49) _ 
Ы————-——..-, 

2(2°—1). „ . 

А вЫ да —з 
аи, . 

__ 45? —Ве--4 _ 4—1 —1)_ 4—1). 
фу = 0-7“ 241‘ 

,3) Обращаемъ вниман1е учащихся на ошибку, поторуб ИнОГАв ХВныоть пр: 

зызитаюи дробей. Пусть, напр., дано: " 
ч рк | 

аа: : а ь--6 в 

т т, 

Похивсывая общаго знаменателя, мы должыы помцить, что внакъ инНнус1 

относится ко всему числителю © -- с, & не къ одцому члену 5; поэтому был 

бы ошибочно написать такъ. и 

а об-е де 
ыы —_ ——.. 

Правильный результать будетъ’ в. ‚” 

в Фе _а— Фа вые 

т т “ ИЗ а 



Зам чан:е. Такъ какъ всякое алгебраическов выражен! 
можно представить въ вядВ дроби, у которой числителемъ слу 

жить это выражение, а знаменатель есть 1, то правила ‘схож 

вя{и ‚вычитан!я дробей‘примёнимы и къ случаямъ, когд 

какое-либо данное выражен1е есть цзлое. НапримЪръ: 

22 3 За? 1 9. ‚ За. Г) __ 2% __ 82% — 25 
РТ 14% а 2 

95. Умножен:е дробей. Чтобы умножить дробь на дробь, 
перемножають ихъ числителей между в0б0ю И знаменатолей межлу 

с0бою и первое произведене дЪлять н& второе, 
Требуетея доказать, что 

т=4 п 2=0; ОТКУДА: @ == И 0-= 91. 

`Перемножимъ лвыя части этихъ‘двухЪ равенствъ между 

собою и правыя части мелду собото; такъ какъ при этомъ рав- 

ныя числа мы умножаемъ на равных, то п результаты должны 

быть равны, слФдов: 

ас == (64)(44') = 444. 

Въ правой части этого равенства, пользуясь сочетательны 
еройствомъ произведевя ($ 83,:9°), воединимъ сомножителей 
въ тавя группы: 

ас === (54)(94). 

РаздЪлимъ 06 части этого: равенства на фа (что возможн. 

сдЪлать, такъ накъ фи 4, какъ знаменатели данныхь дробей 

зуть чнела, отлязныя отъ нуля): 

& о 
и тв, 2 а. 
54 Та р-р 
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Зам-Бчантя. |. Правило умножеюя дробей распростра- 

няется и на тф случаи, когда множимое или множитель-—щёлый 

сыражен!я; напр.: 

я). Правило ‘унпожейя дробей распространяется и на тотъ 

случай, когда поремиолинотся боде друхъ дробей; напр.: 

ноп в пад @ 

тЫ 

96. Дълоь!е дробей. Чтобы паздёлить дробь на дробь 

умномаютъ числитоля первой дроби на знаменателя второй, а знаме. 

нателя первой дроби на числителя второй, и первое произведен 

дфлятъ на второе. Такъ: 

< ас 

фс° 

а с ре 

а- 

Въ этомъ легко убфдиться повзркою` умноживъ предпола. 
гаемое частное на дфлителя, мы получимъ дфлимое: 

аа с _ а4с _а 

5е`а4 ма Ь5° 

аа а4 
Такъ какъ ЕЕ" е’ 10 можно высказать другое правило: 

чтобы раздфлить дробь нз дробь, достаточно порвую дробь умзз 

жить на обратную второй. 

Зам чае. Правило дБленая дроби па дробь можно при’ 

м$нять и къ случаямъ дблевшя дроби на цфлое и цЪлЗго не: 

дробь. 
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97. Прим ръ на преобразоване дроби. Пусть 
требуется упростить дробь: 

Складываемъ 1 съ дробью и, 

=— ——м—————щ—ы 

Ша виа 83—х 3 —я* 

4 
Двлимъ 1 па дробь $: 

4 _3—а 

В 8—2 4 

Окладываемь т съ этою дробью: 

2, А в Е ре 2 _ и т = д = 

Наконешь, дылимъ 1 на посдфднюю р 

81-8 

в ЕЕ. 

латте кунига вс 

ГЛАВА Х 
Отношене и пропорщя. 

93. Отношене. Отношемемъ одного значеня величины из 
другону значенню той же величины нэзызается число, на ноторо 

надо умножить второз значене, чтобы получить первое. у 
Такъ, отношеше длины 15 арш. къ длин 3 арш. есть, числ 

6, потому что 15 эрш.==3 арш,„ Ж5; отношен1е вфса 1 фунт 
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къ`вфсу 1 пудь есть число '/», потому что 1 фун.=1 и.Х/и! 
отношене отвлеченнаго числа 25 къ отвлеченному числу 100 

равно 1/,, потому Что 25 =100. 1/.. , 

Значеня величипы, между которыми равсматривается отно: 

шеше, назывемотся членами отнотов1я, при чемъ первое значенйе 

есть предыдущИЙ члоть, & второе виачен!е — послфдующй членъ. 

Отношен{е именованиыхь чисолъ можеть быть замфнено отно. 

шешемъ отвлочешияхь числу: ДЛЯ отого достаточно выразит 

именованцыя числа въ одной и той же единиц и взять отно: 

шен1е получившихся отвлочеппыхъь чиселъ, НапримЪръ, отно. 
шение 10 {фун, 16 лот, къ 8 лотамъ разно отпошеню 336 лот 
къ, 3 лот. а это отиошешШо равно отпошошю отвлеченных? 

чисель 886 къ 8, 
Въ послдующемъ ивложеши мы будомъ говорить тольк 

объ отношен]и отвлеченныхъ чиселъ. 

Изъ опредфленя видно, что отношене можно разсматривать 

какъ частное оть дфлеюпя предыдущаго члена на посл8дующ!й 

Поэтому отношен:е обозначается посредствомъ знаковъ дфлен1я 
а 

такъ, отношене а къ $ обозначается а:6 или ВЪ этом ГИ) 3 

видф отношене можно разсматривать, какъ алгебраическую дробь 

Зависимость между чденами отношен!я и самимъ отношенемт 
та же самая, какая существуетъ между дфлимымъ, дФлителемъ у 
частнымъ; такъ, обозначивъ отношен!е а : 6 черезъ 4, получимъ: 

а=2, 6=а:а4. 

99. Пропорщтя. Равенство, выражающее, что одно отношени: 

равно другому отношению, наз. пропорщгей. 

Таковы, напр., равенства: 

8-4=40 20, (450) (—10) =(—25)С-5), 

40 --50 _ —25 8 | 
которыя можно писать и такъ: г =5с; — 10 = ты 

Изъ 4 чиселъ, составляющихъ пропорцию, 1-е и 4е назыв, 

крайними членами, 2-е и 3-е — средними членами, 1-е и 3-е — 

предыдущими, 2-е и 4-е — послёдующини, 

А Киседевъ, Алгебоа, 
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100. Теорема. Во всякой пропорщи произведен крайнихь 
членовь равно произведению среднихъ 
Для доказательства назовемъ буквою 4 каждое ИЗЪ ото 

шей пропорции а:6=с:4; тогда я = и а =. Перемно- 

Жживъ эти Два равенства, найдемъ' 

ай = 4, ее %с. 
ч @ 

Отеюда сл®дуетъ: крайн!И мленъ пропорщи равенъ произведению 

среднихъ, дфленному на другой крайний; мт 
средн членъ пропорщм равенъ произведению крайнихь, лен 

ному ма другой средн. 

101. Обратная теорема. Если произведене дзухъ чисель 
(отличныхъ оть нуля) рэвно произведено двухь другихъ чиселъ, 

то изъ этихъ 4-хъ чисель можно составить пропорию, беря сомно 
жителей одного произведеня за крайнГе, а сонножителей а 

произведения за средне члены пропорции. 
Дек. Пусть даны 4 числа т, риа тая, чи 

хе 
“ 

тп = ра, ° [1] 

при чемъ числа эти отличны отъ нуля. Составимъ новое про. 
изведен!е двухь сомпожителей такихъ, чтобы одинъ сомножни:. 
тель быль взять изъ произведов1я тт, & другой — изъ произ. 
ведетя 24. Такихъ произведев! мы можемъ составить 4: 

. тр, та, пр и 74. [2] 

Раздфлимъ обф части равенства [1] на каждое изъ сеста 

вленныхь нами произведен [2] (что можно сдЪфлать, такт 
какъ ни одно изъ этихь произведен не равно вулю). Такл 
какъ равныя числа при дфлеви на равныя числа должны 
дать и частныя, те 

_. 29. тп 09, тп 24. тп _ 29 
=. тр? та та’ пр, = пр’ 74 па’ 
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Совративъ каждую изъ этихъ дробей, получимъ: 
1 “ 

И ыы Я. В 

тачтр тат 
` ; р 

Эти равенства предетаоллють собою т пропорши, которыя 
можно составить, если сомпожителой одного изъ данныхъ про. 
изведен!# [1] вовимомъ па хройШе члопы, а сомножителей 
другого проиоводоп!л == ва оредше члепы. Теорема такимъ обра- 
зомъ доказапа, | 
о | ` 

‚ №02, Зам Ъ чаше. Игь дохаваппыхъ доухъЪ тоореомъ можнс 
вывести такое пиключоп|о: для того, чтобы 4 чиола, данныя въ 
нфноторой посл&довательнооти, составляли въ этой поолфдователь: 

ности пропорщю, необходимо и достаточно, чтобы произведен 
крайнихъ чиселъ было равно произведентю среднихъ. ДЪйствительно, 
это услове необходимо, такъ какъ безъ него пропоршя не 
можеть существовать (согласно теоремВ $ 100); это же услове 

и достаточно, такъ какъ гели оно выполнено, то 4 числа со 
ставляютъ пропоршю ($ 101). 

103. Перестановни членовть. Въ каждой пропорщи 
можно переставлять члены: 1) средне, 2) крайне и 3) край- 

не на мЪето среднихъ и средше на м%фето крайнихъ. Отъ 

такихъ перестановокъь пропоршя не нарушится, потому что 
не нарушится равенство между произведешемъ крайнихъ и 

произведешемъ среднихъ. 

104. Непрерывная пропорщшя. Пропорщя назыв. 
лепрерывной, если у нея одинаковы оба среднихЪ или оба край- 

чихь члена. Такова, напр., пропорщя: 

36:12—12:4 или 12:4 =30:12. 
ы 

Повторяющийся членъ непрерывной пропорщи наз. среднимъ 
геомотрическимъ числомъ двухъ остальныхъ членовъ этой про- 
порщи. Изъ пропорши а:5=6:6 находимъ: 

$8 == 06; откуда: 6==Уас, 
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т.-е. среднее: геометрическое двухъ чиселъ. равно корню квадрат 

ному изъ произведеня ихъ. Такъ, среднее геометрическое чисел 

32 и 8 равно у/52.8 = У266 = 16. Е 
Вообще, среднимъ геометрическимь л данныхъ чисель наз, п-ный 

корень изъ произведеня всфхъ этихъ чиселъ; напр., среднее гео 
метрическое трехъ чисель: 8, 32 и 2 есть 

3 Зы 

УЗ. 32.2= И512 = 

105. Среднее ариеметичесное. Среднимъ ариемети. 
1 . 

чеснимъ м чиселъ ‘наз, — часть суммы этихъ чиселъ, Такъ, сред 
4: - у 

нее ариеметическое 4-хъ чиселъ: 10, —2, —8 и 12 равно 

10—2—8-- 12 
4 

= т=3. 

106. Производныя пропорщи. Такь называюте 

пропорщи, которыя можно получить изъ данной пропорц 
посредетвомь нФкоторыхъ дфйствй надъ ея членами. ‚ „ 

„Пусть имфемъ пропорщю: й Прибавимъ къ обфимъ ча: 
с 

о а" 
стямъ этого равенства или отнимемъ отъ нихъ по 1, отчего, 
конечно, равенство не нарушится: 

1 

[2] а. 
тети. реф 1. 

Приведемъ 1 къ общему внамопателто съ дробью, къ которой 

эта единица прикладывается иди отЪъ которой она вычитается: 
Й 

де па‘ а--о _с--@. : 
то ая ИЛИ а (п 

а 

‹ 
, 

в а—ь в—а 

*, ‹ та 

Получились равенства, представляюия 6 2 производныя 
пропорщи; ихъ можно высказать такъ сумна (или разность) чле 
новъ перваго отношеня относится къ послфдующему члену чого же 
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отношения, ’какъ сумма (или разность) членовъ второго отношенй 
относится къ посл5 дующему члену этого отношен!я, 

а у 

Раздёлимъ равепотва (1) и (2) на данное равенство =7 

тогда наменотели риа сократятся, и мы получимъ еще дв 
производныя о 

а = -|- в-—в с—а | 
а С 

которыя мо эыекавАтТЬ токь сумма (или разность) членов 
перваго отношен\я относитея нъ предыдущему члону того же отно 
шен1я, нанъ сумма (или разность) членов» второго отношеня отно 
ситоя нъ предыдущему члену етого отношенИи, 

‚ РаздВливъ почлонио рапенотво (1) ма равенство (2), пайдемт 
слфлующую проязводпую пропорпио: 

а--ь _с--а 

ав е—@’ (5. 

которую можно высказать такъ. сумма членовъ перваго отношен: 

относится къ ихъ разности, канъ сумма членовъ второго отношенй 

относится къ ихъ разности. 

Переставивъ средне члены въ этихъ проязводныхъ пропор. 

шяхь, получимъ еще друйя производныя пропорщи, которых 

полезно замфтить: 

а--8 _ а-6_6 а а ава, а-Ь _ о 
те’ с--4 6—4 

107. Свойство ряда равных отношенй. Пусть 
пмфемъ рядъ нФеколькихъ равныхъ отношевй: 

са =а ата’ са в’ е—а 

[ [$ а [42 п 
р р 

а 2 

Е т 4 каждое изъ этихъ отношевшй, т.-е по. 

ложимъ, что -- +=, ь =0, ит. д. Такъ какъ предыдущий членъ 

равенъ и умноженному на отношене, то: 
1 

а= 04, а=%1... @,=6,9 
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Сложииъ эти равенства почленно: ‹ 

м ‚Е ЕЯ. в= 
о абыы Е. НЫ) | 

Ра об$ части этого равенства на Ь-|- В, -|-,-Н.-. ЕВ, 

а--а --а,-... а, Е __ а, 

аа м а, 
Такимъ образомъ: если нфенольно отношенйЙ равны между собою. 

то сумма всхъ предыдущихь членовъ относится къ суммЪ воЪхт 

послфдующихъ, какъ какой-нибудь изъ предыдущихь относится и 
своему послЬдующему. 

Такъ какъ пропорщя представляеть собою два равныя отно- 
шеня, то это свойство прим$нимо также и къ пропорци; тактъ, 
если а:6 =с:а, то (а-- с): 6-4) =а:6 ==0:а4. 

Замфчан!я. Производными пропорщями иногда можно 
пользоваться для скорзйшаго нахождешя неизвфетнаго числа х, 

входящаго въ пропорщю. Приведемъ прииры. 

Прим ръ № $3—х 40 
ея 

Составимъ производную пропорпфю: сумма членовъ перваго 
отношен!я относится къ послфдующему члену того же ' отно- 
шения, какъ... Тогда получимъ: ’ ›, 

ея 
р и К 

ПримЪръ 2. а--. т 
—_=——. 

а—х: в 

Состаримъ производную пропорцио: сума членовъ перваго 
отношен!я относится къ ихъ разности, какъ.. Тогда получимъ: 

2а_ т--и" а __т-фп 
2% тво д тн 

Эткуда: ь ри 
= а(т -— п) 



ПримЪръ 3. о—х и 

} ‹ 

Составимъ новую пропоршю: сумма предыдущахъ относите, 
къ сумиф$ послфдующикъ, какъ..: 

п 6—@ 
[] 

Теперь составимъ производвую пропорцию: сумма членов’ 
перваго отномеш/я отлоситея къ послВдующему, какт...: 

т д, р а 
=, откуда ЕВ 



ОТДЪЗЛЪ Ш. 

Уравнен!я первой степени. 

ГЛАВА Г, 

Общя начала рьшеня уравненй. 

108. Равенство, тождество, уравнене. Дра числа 
или алгебраическая выражен!я, соеднненныя между собою зна- 
КОМЪ ==, составляютъ равенство, при чемъ числа эти или вы* 
ражен!я называются частями равенства: то,%что стоитъ налЪфво 
отъ знака = , составляеть л5вую часть, & То, что стоитъ на-' 

‚ право отъ этого знака, составляетъ правую часть ‚равенства. 
Нанримзръ, въ равенств%: а--2а =3а выражеше в--2а есть. 

лЪЗвая часть, а За—правая часть,. .` 
Если обф части равенства представляютъ собою тождествен- 

ныя алгебраическая выраженя ($ 8), Т,-е. так! я, которыя при 
всевозможныхь численныхь значеняхъ буквъ имфютъ одну и 

ту же численную величину, то так] я равенства наз. тондеставии, 

таковы, напр., равенства: 

(а т=ат т; (&--1=а1-|-2а--1; а==а. 
1 

Тождествомъ наз. также и такое равенство, въ которое вхо- 

дать только числа, выраженныя цыфрами, и у которыхъ лфвая. 

и правая части представляютъ собою одно и то же число; та-’. 

ковы, напр., равенства: 

21 =6—9)%, 3=3. 

Всякое буквенное тождество, посл подстановки на мфсто 

бухвъ какихъ-нибуль чиселъ, обращается въ численное тождество, 
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Гели въ равенство входитъ одна ‘или нФеколько буквъ та’ 

кихъ, которымь для того, чтобы это равенство обратилось въ 

тождество, нельзя приписывать всевозможныя численныя Зна- 
ченя, а только нЪкоторыял, то такое равенство наз уравнещенъ, 

Приведемъ 8 примфра такяхъ равенствъ: 
':1) Равенство 8 -- В ше 3% -- 1 ость уравнене, потому что оно 
обралцается въ тождество (числопиое) пе при всякомъ значенли 

буквы а, а ТОЛЬКО При = 9 (при втомъ впачели ово чаетъ. 

3.2--6 =, З--7, тео, 11 м 11), ' 
‹ 2) Равенство 27-Р ую 10-2 у ость уривпене, потому что 
оно обращается пъ тождестио но при полкихъ впачоняхь буЕВЪ 

сиу, в только при итиоторыхь (напр, При & м 3 и у==8 оно 
даеть тождество 1213, тогдА КАКЪ При И=2 И у = 8 оно 
въ тождество не обращлетои), 

3) Равенство ах ==, въ которомъь буквы а в 5 опиачають 
какя-нибудь данныя числа, есть также ураоной!е, такъ как 
оно обращается въ тождество (Суво-Ниов) ые при ЗслкомЪ вна. 

чен!и буквы х, а только при х== нь 

ТЪ буквы въ уравнени, которымъ нельзя Ни все. 

возможныхъ численныхь значевай, называются неизофотными 

(числами) уравнен!я; эти буквы берутся, О иовонВо ЯВЪ ПО. 

слёднихъ буквъ алфавита. х, у, г... | 

Уравнен!я могутъ быть сь однимъ Нодаввотным т, (Ъ ДОумя, 
тремя и болфе неизвЪстными. Такъ, равенетво 94 -- 6 =22-- 7 

есть уравнен!е съ 1 неизвЪстнымъ, а равенство 24 + у == 1052 — у 
есть уравнеше съ двумя неизвестными, 

‚ ТВ числа, которыя, подставленныя въ урмиеше вмБесто егс 

неизвфстныхъ, обращаютъ это уравнен{е въ тождество, назы- 
ваются корнями уравнен!я или его ршенями; о такихъ числах 
принято товорить, что они удовлетверяютъ уравпеню. Напрн: 
ифръ, 2 есть корень уравненя 3х-{- 5 == 2% -|-7, потому что при 

'х-==2 это уравнеше обращается въ тождество 3.2 --5==2.2 -- 7, 
Уравнене 2х -|- у=10х —у иметъ корни х==2, у==8 и мноме 

друпе. Иногда уравнене съ однимъ нойзвЪфстнымъ имфетъ два 

корня и бол5е; напр., уравнен!е а -|- 2—3 удовлетворяется 
при #=2 и х=1. чи | 

Рёшить ургвнене значить найти СЪ его корни. 
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199, Многшя задачи можно оЪшать помощью 
уравнений, Возьмемъ для примфра такую задачу; , 

Старшему брату 15 лфтъ, а младшему 9. Сколько дЪть тому 

назадъ первый быть втрое старше второго? 

Назовемъ неизвфстное число лфтъ буквою =. Предположимъ, 
что это число найдено, и мы желаемъ повфрить, удовлетворяетъ 

ди найденное число требовамямъ задачи. Тогда разсуждаемъ 
такъ: х лфтъ тому назадъ старшему брату было не 15 лЬтъЪ, 

какъ теперь, а 15 — 5; младшему брату тогда было не 9 аЪтъ, 

какъ теперь, а 9 — =. Услове задачи требуетъ, чтобы 15 —х 

было втрое болфе 9—2; значить, если 9—р умнпожимъ на 3, то 

мы должны получить число, равное разности 15 — <; поэтому 
для х можно взять только такое число, которое удовлетворяеть 

авнен1ю: т (9—8 = 15-22, 
3’ 

Если сумфемъ рЬшить это уравнен!е, то вадача будотъ р%- 

шена. Мы вскорф укажемъ обпий епособъ рфшеная подобныхъ 

уравнен1й. Теперь же замфтимъ, что полученное нами уравне- 

не можно рёшить такими простыми соображешями. Такъ какъ 
произведение (9 —2)3 при всякомъ значеши м равно 27 — 3х, 

то это уравнеюме можно написать такъ: 

27 — 3% =15 —#, 

Въ этомъ вид лВвая и правая части уразненя предста- 

вляють собою разности, Сравнивая ихъ между собою, зам чаемъ, 

что уменьшаемое въ лфвой части (т,-е, 27) болфе уменьшаемаго 
въ правой части (т.-е, 15) ва 12; тогда, чтобы разности были 
равны, необходимо и достаточно, чтобы и рычитасомое въ лЪвой 

части (т.-е. 32) было боле вычитпомаго зь правой части (т.е. х 

тоже на 12; но 3х боле х на 2: слЪд.., 22 ==12, откуда: х-=6. 

Значитъ, 6 лфть тому назадлЪ Сториай братъ былъ втрое 

старше младшаго : 

Только практика научаетъ, какъ, исходя изъ вопроса и 
условЙ задачи, составить одно или пбсколько уравненй; алгебра 
иифеть цфлью указать способы ръшеня, уже составленныхт 
уравнен!. Въ зтомъ состоптъ другое весьма важное назначен! 
этой науки (см, 8 4). | 
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Р»шен!е уравнен: основано на изкоторыхъ свойствахъ ра- 
венствъ вообще и уравнемй въ частности, эти свойства мы 

теперь и разсмотримъ, ь 

НО. Н®ноторыя овойотва равенствтъь. Всякое рз- 

венотво мы можемъ сокращенно выразить такъ. а =, если 

буквою а обозначим чиолонпую реличину лЗвой части равенства 
и буквою $ числопиую роеличину правой его части. Зам тивъ 

это, мы можомъ глав АцИя свойстра разонствъ выразить сл$- 
дующими очопидпыми истипами (мы ужо нооднократно поль- 
вовались ими раныие): 
.: 19, Коли бшаЪ, ТО Я =; Т..6, части равенства можно пере- 
ставлять, 

28, Если аш И бы, ТО 4 =в 0; Т.-0. Фбли Два числа равны 
порознь одному и тому же третьему числу, то они равны и между 
собою. 

3°. Если а=ф и т==н, то 

а--т=Ья а-т=фор—п ат=ф 

те. если къ равнымъ числамъ придадимъ равныя числа, то и по- 
лучимъ равныя числа: 

если отъ равныхъ (чиселъ) отнимемъ равныя (числа), то и по- 

лучимъ равныя (числа); 

если равныя умножимъ на равныя, то и получимъ равныя. 
а Ь 

4%, Если а=ьЬ ит=и, то в =» вели только числа т и 

” не нули (дВлене на нуль невозможно, $ 36), т -е. если равныя 
числа раздфлимъ на равныя числа, отличныя отъ нуля, то и получимъ 
равныя числа, _ ы 

И. Равноосильныя уравненгя. Уравнения наз. равносиль- 
ными, если они имфютъ одни и тб же корни. Напр., уравнен!я: 

я =3х и 2 — 3-2 =0 
‹ 

равносильны, потому что у нихъ одни и т же корни (именно: 
= их = 1). у 

Относительно равносильности уравнен!й мы докажемъ 2 важ“ 

ныя теоремы, на которыхъ основано рфшене уравненй; при 
этомъ для простоты мы будемъ предполагать, что рфчь илотъ 
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объ уравнеи съ однимъ неизвЪетнымъ (тВ же самыя ‚разу. 

жденя можно было бы повторить и для уравнен1я съ нфоколь- 

кими неизвестными). ид тп вм 

. 2 Теорема |1. Если нъ обфимъ частямъ уравненя приба- 
вимъ, или оть нихъ отнимемъ, одно и то же число, то получимъ 
новое уравнение, равносильное первому. в. в Ам 

Обозначимъ для краткости лфвую часть уравнен!я одною 

буквою А и правую часть его другою буквою В; если, напр., 

уравнене будетъ такое: х*-|- 1 = 8х — 1, то 'черезъ 4 мы 0б0- 

значимъ сумму 2*--1, а черезъ В разность 3х—1. Пусть т 

означаетъ какое-нибудь алгебраическое число, Докажемъ, что два 
уравнен!я: С 

А=В (1) и А--т=В-т (2) 

им Мотъ одни и ть же корни. Для этого ‘убЪдимся ВЪ слфдую- 
щихъ двухъ предложеняхъ: 

1°. Каждый корень уравнения (1) принадлежит и уравнению (2). 
Пусть, напр. число 3 будетъ корнемъ урарневя (1), Это 

значить, что если въ этомъ уравнени на м%сто х поставимъ 

число 3, то выраженя А и В сдБлаются равными числами, Но 

тогда и суммы д -- т, В-- т также сдфлаются равными числами, 
такъ какъ ести къ равнымъ числамъ придадимъ равныя чиеда, 

то и получимъ равныя. СлБд , каждый корень ур. (1) УЖОС 

творяетъ и ур. (2). 

’ 9%, Обратно" каждый корень Зразаени (2) принадлежить И 

уравнению (1). 

Пусть, напр., число 4 будетъ корнемъ ур. (2), Это значитъ, 

что если въ этомъ уравнеши на м%сто х подотавимъ чиело 4, 
то суммы А--т, В-- т сдБлаются равными числами. Но тогда 
выражен!я Аи В должны также сдфлаться равными числами, 

такъ какъ если отъ равныхъ чисель (А -- ти В- т) отнимемъ 

равныя чиела (т и т), то и получимъ равныя. Значитъ, каждый 

корень ур. (2) принадлежить и ур. (1). ‹. ий 

Изъ Этихъ двухь предложен!й слфдуеть, что уравнен (1) и 

(2) имВють, одни и тБ же корни, т.-е. они равносильны. , 

‚ Переходя отъ ур. (2) къ ур. (1), мы замчаемъ, что оть 

обфнхъ частей уравненя можно отнять одно и то же’число т. 
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.ЗамБчане: Число, прибавляемое къ обфимъ ‘частямъ 
‚ уравненя яли отнимаемое отъ нихъ, можеть быть дано въ вид 

какого-нибудь букпеннаго выражевя, при чемъ это выражене 
можеть содержать въ с06Ъ и ноизвзетныя уравневя *). Напр., 

къ обфимъ чаотамъ ур, 2*-- 1 =” -—1 можно прибавить вы- 
ражене 1—3, тикь какъЪ при осякомъ численномъ значения х 

это выражено Продотиуляоть собою пфкоторое опредВленное 
число, а оть прибазлощя къ обтимъ частлмъ уравпеня одного 

и того 20 числа, кикъ мы докозали, получцетел уравневе рав- 
носильное 0Ъ Дышым», , 

‚' 3. СлЪдотшя, |) Любой члонъ уравнон!я можно перенести 
изъ одной его чаоти въ другую, поронбнивъ поредъ танимъ членомъ 
знань на противоположный, 

Папр., осли къ объимъ частямъ уравнешя 8-2“ =7х—2 
прибавимъ по 2, то получимъ: 

8-2 =7%—2 
--2 -+-2 
и =1 

Такимъ образомъ, членъ — 2 изъ правой части даннаго урав- 

нешя перешелъь въ лЪвую съ противоположнымъ знакомъ --. 

Вычтя изъ обфихъ частей послдняго уравнеря по 2^, цо- 

тучимъ: 2-2 7ь 

Ш 

2—7 

Текимъ образомъ, членъ -|-2* перешель изъ лЬвой части 

ураппошя ть праву съ противоцоложнымь знакомь —. 
Можно всЪф члены уравнения перенести въ одну его часть, напр., 

вЪ л10у10; пъ тАкоМъ случаЪ въ другой части останется 0 

Такъ, перенося пъ уравнении 21 = 4х —6 члены 42 ий —6 ВЪ 
ЯГроую часть подучимь: 

24" —44-|-6 =0. 

1) води, вирочомъ, опо при всзхъ виаченихъь пеизвзетныхе, удовхетво- 
рающихъ данному уровпошю, продставляоть собою опредбденцое число 

0 т 
( 8 ив припимвоть, ивир., вида © или =) : 
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2) Еоли два одинёновые члена съ одинаковыми знанами отолтъ въ 

разныхь частяхъ уравненя, то таке члены можно ры Пусть. 
напр. даны уравненя: 

бх--3=1*-|-3, 74 —х=3-х. 

Отнявъ отъ обфихъ частей перваго уравневя по $ и прило- 

живъ къ обфимъ частямъ второго уравнен!я По х, получимъ: 

бе =, ТЯ =8. 
ы 3 

Такимъ образомъ, члены -- 3 и --3 въ первомъ уравнеши и 
члены —хи —х во второмъь уравнени унячтожились. . 

14. Теорема 2. Если обЪ части уравнения умнощимъ или раз- 
дфлинъ на одно и то же число, отличное от» нуля, то получимъ но- 
вое урзвнене, равносильное первому. 

Пусть 4 = В есть данное уравнен!е и т какое-нибудь чнело, 
кромВ 0; докажемъ, что два уравнен!я: 

А=В (1!) и Ат=е Вт (2 

имфють одни и ТВ же корни. Для этого убЪдимся въ слдую- 
щихь двухъь предложеняхъ: 

1°. Каждый корень Е (1) припадлежить я ‘урав- 
нению (2). 

Пуеть, напр., чпело 5 будетъ корпомъ ур. (1). Это значит, 

что при 2==5 выражешя А и В дфлиются рарными чиелами. 
Но тогда и произведешя Ат, Вт едЪлаются равными числами, 

такъ какъ если равныя числа уипожимъ на равныя чиела, то 
и получимъ равныя, Значит, хождый корень ур. (1) ̀  ‚Принал: 

и ур. (2). в а 

*. Обратно: каждый корепь уравневя (2) принадлежит ‘п 

а (1). аа" 

Пусть, напр., число 6 будетъь корнемъ ур. (2), т.-е. пусть 
при х=6 произведеня Ат и Вт дЪлаютея равными числами. 

Но тогда и выражен1я 4 и В должны сдфлаться равными чис- 
лами, такъ какъ если равныя числа (Ат и Вт) раздфлимъ 
на равныя числа, отличныя отъ пуля (а т мы предположили 
не равнымъ нулю), то и получимъ равныя. ЗначитЪ, каждый 

корень ур. (2) принадлежитъь и` ур. (1). 



— ПЕ - 

Пзъ этихгь двухъ предложений слдуетъ, что ‘уравнеюя (1) 

‘и (2) раввосильвы, и 

Переходя отъ ур. (2) къ ур. (1), мы видамъ, что обБ Части 

уравнения можно двлить ва одно и то же число, отлачное 

отъ нуля. , с 

‚ Замфчане. Пельзл умвожать 068 части уравневюя ва 
пуль, ТАКЪ вакъ оть такого умножения уравневе перестает® 
существовать, обращаясь въ тождество: 0=0. Возьмемъ, напр., 

урависи!е 2% == 8, п умножимъ об его части на 0: 
2 

дж (| 24.0=8.0 (0). 

Уравиеп!о (1) имфоть только одипъ корепь, именно х==4; 

уравнец!е ‘же (?) удовлотворястся при вслкомъ численномт 
вначеши х (произведене всякаго числа на 0 есть 0); напр. 

при &-=10 уравнеше это даетъ: 20.0 —8.0, т,-е. 0 =0, при 

д= 3 оно даетъ: (—6).0=8.0, т.-е. 0 ==0, и т. д. Такиме 

образомъ, отъь умножен!я частей уравнешя на нуль получается 

тождество: 0 =0, а не уравненте, 
О дфлени обфихъ частей уравненя на нуль нечего говорить, 

такъ какь дёлон!е на 0 вообще невозможно ($ 36). 

#15. Сл дствия. 1°. Если всф члены уравнешя имфютъ общаге 
множителя, не равнаго нулю, то уравнене можно на него сонратить. 
Напр. 

605 — 160 = 340 — 40х. 

Раздёлавъ вс члены на 20, получимъ уравнеше болфе простое: 

3 —8=17— 21 

2°. Передъ всфми членами уравненя можно перемфнить знаки на 
противоположные, такъ какъ это равносильно умножению обЖихь 
частей уравнев!я на —=1. Папр., умноживъ 068 части уравнен!я: 

р-р 

на —1, мы получимъ такое равносильное уравнен!е: „ 
й “г 

7—2 58-21, 
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3°. Увавнене можно освободить оть знаменателей, Шалр.: ›. 

11—83 #—5 _ 43 
6 о 

Приведемъ всЪ члены къ общему знаменателю: 

4—6 _ 31—15 _ 86 ыы 145—6-— (32—15) _86` 

12 2 12 12°, 
й 

В 

'Отбросивъ общаго знаменателя, мы тфмъ самымъ умножимт 

об части уравневя на одно и то же, отличное отъ нуля, числе 

12; оть этого получимъ уравнене, равносильное данному и не 

содержащее дробныхъ членовъ: и, А 7х, `’ 
, 

42—6— (32—15) =86 или 142--6—32--16== 
И у 

116. Можно ли обЪ части уравненя ‘умножить 
или раздЪлить на одно и то же алгебраичесное 
выражен!е? Разсмотримъ 0с0бо сл8дующие 2 случая: . : 

1°. Пусть алгебраическое выражение, на которое мы умно. 
каемъ или дфлимъ части уравнен!я, не содержитъ неизвфетныхъ. 

Напр., пусть это будетъь выражен!е 24—58, въ которомъ буквы 
ри $ означаютъ, кавя-нибудь данныя числа При всякихъ 

исленныхъ значеняхьъ этихъ буквъ выражеше 2а — 6 предста- 

зляетъ собою н$которое опредЪленное число, при чемъ число это 
16 есть нуль, если только 2а не рарно 6. Но мы доказали 

8114), что отъ умножешя или дфлошл обЪихъ частей уравнен!я 
ва одно и то же число, отличное оть нуля, получается уравнен!е, 
оавносильное данному, тогда какъ оть умножен/я или дЗлен!я 

частой уравнен1я на 0 равносильнаго уравнен1я не получается. 
Значить, на выражене 24 —$ можно умножить или раздфлить 
об части уравнешя, за исключешемъ лишь случая, когда 2а=6, 

' Вообще, 0бЪ части уравненя можно умножить или раздфлить на 
одно и ТО же алгебраичесное выражен!е, не содержащее неизвфст- 
ныхъ, при всфхъ тЬхь численныхъ значеняхъ бунвъ, входящихь 
въ это выражен!е, при ноторыхъ\ оно представляеть собою какое- 

нибудь опредфленное число, отличное °отъ 0. 
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2°. Пусть‘ алгебраическое выражевше, на которое мы умно’ 
жаемъ или дЪлимъ части уравненя, содержить неизвфетныя 
Напр., пусть 068 части уравнешя: 22=8 мы умножили из 
ыражене & => 8, Тогда будемъ имЪть 2 уравненя: 

ыы (1) и 2428) =8@-—3) (2). 

Посмотримь, будуть ля опи равпосильны. Уравнен!е (1; 
умботь только ОДИНЪ Короны & ме 4, Этотъ корень принадлежит? 
х урарвом!ю (3), такъ какъ ожъ обращаоть его въ тождество: 

0.4 (4 = 0) 5 6458), го, 8.1=28.1. 
Но уравношо (2) имфетъ още спой особый коропь: х=3 ДЬй 

отвитольно, при отомъ впачен!и и, множитель я 8 обращаетс; 

въ нуль, и уравнев{е (2) обращаотся въ тождество: 

6.0=8.0, т.-е. 0=0. 

Значитъ, уравнене (1) имфеть одинъ корень (х=4), тогди 

какъ уравнене (2) имфеть 2 корня (1=4 и х==3); изъ этих? 

корней послёдй есть постороннй для даннаго уравненЯя (1) 
Такимъ образомъ, уравнен1я (1) и (2) не равносильны. 

‚ Вообще, оть умножешя или дленя обфихъ частей даннаго урав 
неня на одно и то же алгебраичесное выражене, содержащее неиз 

вфотныя, мощеть получиться уравнен?е, не равносильное данному 
такъ каць отимъ умноженемъ или дБлешемъ мы можемъ вве 

сти вовыя ршеня, или, наоборотъ, лишить уравнен!е нЪкото 
рыхь убшошй, 

17. Уравненя, содержашия неизвЪЪстныя въ 
знаменателяхтъ. Чтобы освободить уравнен1е отъ знаме 

патолой, вужно, какъ мы говорили ($ 115, 3°), привести вс] 
члены урарлошл къ общему знаменателю и затёмъ его отбро. 
сить. Теперь мы должны добавить, что такое отбрасывани 
общато энамепатоеля (равноспльное умножетшю на него обфихл 

частей уравнен!я) возможно безъ всякихъ оговорокъ лишь Вт 

томъ случаВ, когда отбрасываемый внаменатель не содержит 

въ себЪ ноизвстныхь, Если-же, какъ это часто бываетъ, пе. 
извфетныя входять п въ знаменателей дробныхъ членовЪ урав. 

А, Киселевъ. Алгебра, 
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нен!я, то, призедя вс члены къ общему знаменателю и отбро- 

сивъ его, мы должны еще изслдовать, не ВВОДИМЪ ЛИ Мы ТЬмъ 
самымъ постороннихь рёшен!Ш. як. 

Ниже приведены примфры ($ 119, примфры 2-Й и 8-Й), н 

которыхъ уясняется, какъ слБдуеть поступать въ такихъ слу 
Чаяхь. 

ы ы 

Изложимъ боле подробно, какъ слЪдуеть поступать съ уравневячи, 

содержащими въ знаменатедяхъ неизвзстныя, Для простоты будемъ гово. 

рить лишь объ уравяешяхь, содержащихъ одно неизвфстное 5. Церевеся 
всв члены уравненая въ лВвую часть и приветя ихъ къ общему знамена. 
телю, получииъ уравнене вяда: 

==: 0, 
& 

гл 4 и В суть злгебрамчесяя выражешя (иногочлены), цтлыя относя: 

А —- 
тельно х Дробь г: можеть равняться нулю только тогда, когда А = 01) 

Положимъ, что, рёшивъ уравнен!е 4 == 0, мы нашли корни: 51 ==а, 2, =8 

ы т. д. Подставимъ эти корни въ В. Коли вы Одинъ изъ нихь не обра. 
тить В въ нуль, то всв эти корни годны дзя доннаго уравненя Есди ж9 
какой-нибудь изъ нихъ, напр, 7,==а, обратить В въ нуль, то этотъ ко 
рень должно подвергнуть испытаню, такъ какъ неопредвленное выразке. 

0 
ве >, получаемое въ этомъ случав для дроби р ‚ можеть оказаться не. 

равнымъ 0. Чтобы раскрыть истинный смысаъ ноопредфленнаго выраже. 

вя ($ 146), замьтимъ, что въ отомъ случа многочлены Аи В дзлятся 

На 2 — < ($ 83, саЪхстве Ве), и в, ыы можемъ сократить дробь ан 

=-— ©; тогда получимь новую дробь А $ вби Ирин № ==а числитель 4, рав. 
1 

няется 0, а знаменатель В, яе рапенъ 0, то корень и=за годится; еслг 
при х==аи 4, и В, равны 0, то етотъ коровь надо испытать (по преды: 
дущему); если же при #=4 чисаитель 4: Не равенъ О, то этоть кореш 
недо отбросить. 

1 = 
Прим рь Ня. расе 1з= 

1) Мы опускаемъ здБоь случай, когда В == со и, слёд, = == со, такъ как1 

безковечных рёшев!м требуютъ особаго разсыотрфал, которое въ елементар. 

вой элгебрё излишне, 



Перенеся вов члецы въ яёвую часть и приведя ихъ къ общему знамо- 

нателю, получимъ: 

Дробь, толя мь Яной части урехпомл, несократима. Отбросивъ 

знаменателя, получимы 

Яо ==] 0, ОТИуЛо =. 

Прим фрЪъ и-й. = й) + == + о т. 

Перопося нов чльны в% Аую ть и приведя ихъ къ общему знаме- 

налолю, получиыы 
в — 30 --2 
—в— =“ 

Числитель дроби представляеть произведеше (2—8) (< —1); потому 

дробь можно сократить на я — 2, послВ сокращенля получимъ: 

#—1 

#—2 
=0, #х—1=0, откуда #=1. 

Замфтимъ, если бы въ этомь примёрв мы отбросили общаго знамена- 
теля, не перенеся всвхъ членовь въ одну часть уравневшя, то получили бы 

лише!Й корень х == 2. 

ГЛАВА П. 

Урапнеше первой степени съ однимъ неизвЪстнымъ. 

198. ПодраздЕлен:е уравнен:й. По числу неизвет. 
име урапнеша раодЪляются на уравнен1я съ однимъ неизв ет. 

пмм'», съ двумя помзвфетными, съ тремя и болфе неизвфетными. 
Кром того, уриннешя раздфляются по степенямъ неизв5стныхъ: 
урцицои! порной стоиени. уравнен1я втерой степени, и т. д.. 

Чтобы судить о стомеци даннаго уравнен1я, его надо пред: 
заритольно, попуедетномъ ыБкоторыхь преобразований, привести 

къ тиому пилу, при которомъ правая часть уравнешя не со. 
держать помунфотныхь, й лВвая представляегь собою много’ 

члонъ (пли одиочлонь), пЪлый относительно неизввотиыхтъь, 
Преобразовая уги № больщицетьв уже намъ извфотны} 070 



‚ 

раскрыт!е скобокъ, если онф есть, освобождене” уравнен1я отъ 

знаменателей, перенесене вобхъ членовъ, содержащихь неиз- 

вЪстныя, въ лфвую часть уравнешя и приведене подобныхь 

леновъ, Когда вс эти преобразованя выполнены, ло ` , 

` степенью уравненя съ однимъ неизвёстнымъ наз. показатель при 

неизвфстномъ въ томъ членф уравненя, въ которомъ этоть показа- 

тель наибольшй; 
1 `- а: 

степенью уравненя съ нБонольними неизвфстными наз. сумма по- 
назателей Йри неизвфстныхь въ томъ членф уравнения, въ ноторомъ 
эта сумма наибольшая. ‹. « : 

3 

Напр., ур. 521 — 31 —4 есть уравнеюне второй степени съ 

однимъ неизвфетныиъ, ур. 52%, — ху-- 8х =0 есть ранен 

третьей степени съ 2 неизвфетными. 
й . 

19. Ршене уравненя первой степени съ 
одним неизв 5 стнымть, Пусть требуется ршить уфав- 

нене; 

2(#—5) _ 3(2 ан УВ 

8 | 1 2 и 

Для этого выполнимъ слфдуюцИя прообрововаши: 
# ' ‹ 

' ТИ 

1°. Раскробмь скобки! = и а И 

‹ ь *. ь 

2°, Освободимся отъ виамепателой: 4х — 20 == 18 — 95 — 6х, 
3°, Перенесемъ неизв отпые члены въ одну часть, . извъфет 

ные въ другую: 42-Е 91 -- 6 = 18 -|- 20. 
4°. ОдБлаемъ приведен{е подобныхъ членовъ: ИН у 

‚ Если данное уравнене, какъ взятое нами, первой степени, 

то посл указанныхъ преобразован! оно приведется къ такому 

виду, при которомъ каждая его часть состоитъ только изъ 

одного члена, а именно: л®вая часть состоить изъ члена, со- 

цержащаго х въ первой степени, а правая изъ члена, не содержа- 

щаго х, Если коэффишенть при х въ лбвой части уравненя 

обозначимъ буквой а, а число, стоящее въ правой части урав- 

нен1я, буквой $, то можно сказать, что уравнен:е 1-Й степеня 



съ 1-мъ неизвёстнымъ послВ указанныхъ преобразовашй при- 

ведется къ виду: ‘ р : 
` - ' @%=6.' 

` 
, 

‘ 

Такой видъ наз, нормальнымь видомъ уравненая 1-й олени 

съ 1 воилретнымъ, 

Чтобы рить урупиан!е, припеделиое къ нормальному виду, 
надо плтлать ето одно послбдное преобразоване: 

8°, Раадйлимь 008 чпоти ураюноши ва коэффищенть пра 
воибыфотномь! 

т = т ; откуда! Я эх 3, 

Такь кысь каждое ив указапныхь преобразован!й приво. 
дптъ кь уравпонро, равносильному съ уравнен!емъ на преобра: 

воваплымЪ, то, значить, и посл днее полученное нами уравнени 
(2 == 2) равносильно съ даннымъ; но ур. х==2, очевидно, имЗетт 
корень 2 и притомъ только этотъ одинъ, значить, и данное 

уравнене должно имЪть тотъ же корень, и притомъ только одинъ 
‚ Найдя корень уравненя, мы должны повфрить правиль 
ность рёшен!1я; для этого подставимъ въ данное (не преобра 
зованное) уравненше вмфсто х найденное число; если послу 

подстановки получимъ тождество, то уравнене р»зшено правиль: 
но. Такъ, въ нашемъ прим р, подставивъ на м$сто х найденно‘ 

число 2, получимъ: 

ры == = —2, т.-е. —9=-9, 

: р + 

Значитъ, уравнен!е рёшено правильно. 

Само собою разумВетея, что не во вефхъ случаяхъ потребнь 

вс пять указанныхь преобразований. 

Для уяснеюя вЪкоторыхъ особенностей при рЕшети уравне 

шй разсмотримъ еще сл5дующе примфры. 

Прим ръь |. Знаненатели не содермать неизвЪстнаго. 



Для рёшен!я этого уравнев1я сначала приведемъ члены кд. 

‘ждой дроби къ цфлому виду (см. 8 90): ый 

85 — 12 Вы _ 14—#--3 8. 

27 — 6 - 9 

найдя общаго знаменателя 54, надписываемъ надъ каЕдымъ 

членомъ уравненя дополнительнаго множителя: 

2 9, 54 |“ 9 0 

82—12 _55— ] п 8 
т -. 

Затфиъ приводимъ къ общему знаменателю вс члены урав- 

нен!я, отбрасываемъ его и поступаемъь далфе, какъ обык- 

новенно: 

165 — 24 — 455--27-- 545 = 153 —9%—48; 

162 — 452-1542 --92=153 —48--24-—27; 345 = 102, 2==3. 

8—4 7 8` 13 _ 13 
Повфрка; ——^ — 2-3 = з— в: Те. 5 = 

Прим р» 2, Знаненатели содержать неизвфстное, при чемъ 
отбрасыван! общаго знамонателя не вводить посторонняго корня. 

2#--1 . 22 —1, 
ви 1 г са= 2=—1 

Чтобы удобнфе привести вс члены этого уравнетя къ 
общему знаменателю,“ перемвнимъ въ знаменателВ второй 

дроби знаки на противоположные, а чтобы" оть ‚ этого не 
измфнилась величина дроби, перемфнимъ” знакъ  передъ 
дробью (см. 5 91, 25): ° | и: 

ем ту 

' 22--1_ 78 25-1. 
24—1 45—1  2%--1 
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Такъ какъ 42\ — 1 = (27-1) (2—1), то это и есть обиий 
знаменатель; дополнительные множители будуть: для лервой 
дроби 2=--1, для тротьей 2% —1: : 

(о-в (дне Ту а 4а? 4-1; 
тв; Я=1, 

Пъ етомь ириы® № для оспобожден!я уравненя отъ знаме’ 
нателой намъ пришлось отклпуть общиго впаменателя 4х — 1, 

Т.-е, пом прииловь обЪ части уравнашя умножить на выра. 
зоне 42-1, бводаржащее непвв»ствое; тогла слФдуетъ уб%. 
длиться, ид будоть ли нойденный корепь й=1 посторон: 
низ, Т,.в. по оброцаеть ли онъ въ 0 выражоше 421 —1, н: 

которое памъ пришлось умпожить 06$ части даннаго уравнен!я. 

Подставивъ 1 вы$ето х въ выражен!е 42*—1, мы получаемт 
‚8, а не 0. Значить, найденный корень не есть постороный. И. 

дЬйствительно, данное уравнен! при х=1 обращается въ то: 

ждество: 
вы 2_1 
о 

| Прим ръ 3. Знаменатели содержать неизвфетное, при чемт 
отбрасыван!е общаго знаменателя вводить постороный норемь. 

1 4—7 

Ва. 

Освободивъ уравнен1е отъ знаменателей, получимъ: 

81—6--1==4#—7, З32—47=—7--6—1 —1=—2, 

Умноживъ обв части уравнешя на —1, найдемъ: 2==2, , 

Такъ какъ для оспобождейя уравнешя отъ знаменателе? 

вамъ пришлось умпожить об части его на выражене #-- 2, 

содержащее неизв®стлое, то слёлуетъ рЬшить, не будетъ м? 

пайдениый корень постороннимъ, Подставивъ 2 выфето = въ вы 

рижоше 2—2, получаемъ 0, Изъ этого заключаемъ, что корайт 
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=2 можеть быть посхоронвимъ, Чтобы рышить это оконча 
тельно, надо сдфлать подстановку: 

1 ет =. 

Въ такомъ видЪ равенство ничего не выражаеть, такъ как 

дфлен!е на 0 невозможно. Значить рёшен!е х=2 является по 

стороннимь для зАцНАгО уравневая, которое совофмъ не Вне 
корней, (а 

р 

Прим ръ 4. Уравнене, приводя щееся къ Ре 

ое 
% 9, 

8—5 =5@—80) 
По оевобождени оть знаменателей, получимъ: 

322—150 —5(#— 30) 
или 5% — 150 =54—- 150, 
ИЛИ 5% — 55==150—150, тее, 0—0 

Это равенство есть тождество, т.-е. опо в;рно при всякомъ зна. 
чени х, Значить, данное уравнен!е имфотъ произвольные корни. | ) Н 

ПримЪръ 5. Уравнене, приводящееся нъ невозможному ра’ 
венству. | 

я Е # 2 

+88 (#-1)+" 
По раскрытш скобокъ и освобожденн отъ знаменателей, 

находимъ: 
, 6х-- 4х ==165— 5%-- 84 

или 105 = 105-84, 

или. я т,-е. 9 — 84. 

‚" Такъ какъ это ао ПеВОВМОЖНО, то уравнен!е не иметь 
ни одного корня. 
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ГЛАВА Ш. 

Система двухъ урапнен1й первой степени съ ПвМ 
иеизиъстными, 

1209. Нормальный иидъ И первой сте- 
пони оъ О нонвм Ботными. Повьмекъ для примЪра 

сипдующие уринеме! 

пу 0+9-+10-9. 
С» Илью упростить это уравнен!е, сд®лаемъ на немъ тотъ же 

рядъ прообравовавШ, какой былъ указанъ раньше для уравне- 

ия съ однимъ неизвёстнымъ, а именно: 

1°. Раскроемъ скобки: ифы-ю-ыВ 5.3 9-3. 

2°. Освободиися оть знаменателей; 32%2- 48у — 80 = 

= 52-15 --6у— 24. ь 

3°., Перенесемъ неизвЪстные члены въ одну часть уравненля. 

ь извфетные въ другую: 32х -- 48у— 55 —6у=15 —24- 80. 

4: Сдфтаемъ приведен!е подобныхь, членовъ: 27 -|- 42у ==71. 

Если ‘даниое уравнене съ 2 неизвФотныхи есть уравнен 
1-ой степени, то послВ указанныхъ преобразований оно приве. 

дется къ такому нормальному виду, при которомъ въ лЪво# 

части уравнен/я находятся только 2 члена: одинъ съ неизвот. 
нымъ 2 въ первой степени, другой съ пеизвфстнымъ у въ перво? 

степени, правая же часть уравнензя состоитъ изъ одного члена. 
не содержащего ноизлфстныхь. Коэффищенты при х и у нор. 

мальнаго ‚вида уравцошя могуть быть или оба положитель. 
пыя числа, какъ в0 звятомъ нами примфрЪ, или оба отри: 

цательныя числа (отото случая, впрочемъ, можно избёжать, 
умноживъ вс члоня уравневя на —1), или одинъ — числ 

положительное, а другой — число отрицательное; членъ, не 00. 
держащий неизввотныхь, можеть быть и положительнымъ чи, 

сломъ (какъ въ нашомъ прим}р»), и отрицательнымъ, и Дина 
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‚ НУломь. Обозначивъ коэффищенты приз и у буквами в и[ 

и членъ, не содержащ!й неизвЪетныхъ. буквою в, мы можемт 

нормальный видъ уравнен!я 1-й степени съ 2-мя неизвфстныме 
представить такъ’ 

ах -|- Бу==с. 

121. НеопредБленность одного уравненя съ 
2 неизв $ стными. Одно уравнене съ 2 неизвестными, 

напр., такое: 31 —5у==2, допускаетъ безчисленное множестве 

корней. ДЪйствительно, если выБето одного неизвЪфетнаго, 
напр., у, будемъ подставлять произвольныя числа: 0, 1, 2, 3... 

то посл всякой подстановки будемъ получать уравнен!е ст 

однимъ неизв$етнымъ 2; рёшивъ это уравнене, найдемъ для а 

число, соотв$тствующее взятой величин у. Коли напр., у=9 

‚ то получимъ: 34=2, откуда х==7/;; если у=1, тб 34 —5 2, 

откуда #='/з, ит. д. | " 
Уравнен1е, имфющее безчисленное множество корней, назы- 

вается неопредфленнымъ. Одно уравнене съ 2 неизвфетными 

(будеть ли оно первой степени или какой-нибудь иной) при- 
надлежить къ неопредзленнымъ. 

122. Система уравненй. Шсколько урармегай съ н»- 
сколькими ноизойстными: 2", у, #,„, состипляютъ систему урав- 
ненй, если изиТетно, что киждии ить буквъ х, у, г... должна 

означать одно и то о число для вейхъ уравнев!й. Если, напр. 

два уравненя: 

25—53 у—2 и 82 —у=2у-- 21 

равсматриваются при томъ услови, что каждая изъ буквъ хиу 
должна имЪть одинаковыл численныя значеня для обоихь 
уравнен!й, то тамя уравнешя образуютъ систему. 

Для показашя того, что данныя уравневя образуютъ си- 

стему, игь обыкновенно пишутъ одно подъ другимъ и слфва 
отъ нихъ ставятъ фигурную скобку: 

2—5 =3Зу—2 

8#—у==2у-- 21. 



Рьшить систему уравнонЙ звпачитъ найти вс числа, которыя 

удовлетворяютъ отой систомЪ (корни уравнений). : 

Для реш системы ДнухЪ уравлошИ съ двумя неиззЪстными 
сущоствуеть итиколько сиособолъ, По} они имфють цВлью 
привости ди урлииими съ двумя иоипоТстными къ одному 
ураанонно ('ь одинмь иниинйетным или, какъ говорятъ, имЗ- 

ют ЦИлью ионлючинь оду ноиии УгНоО, 

193. Сноообь подотановни: Потмомъь для примфра 

такую систому: 
8 —бу=— 10 
105--3у= И 

(ипждоо урапиошю предварительно приведено къ нормальному 
лиду). Целая исключить 2, поступимъ такъ: изъ порваго урав- 
пол опредлимъ х въ зависимости отъ другого неизвЪстнато 
у (для чего, конечно, надо членъ — бу перенести направо и 

затБмъ раздБлить об части уравнев!я на 8): 

_ бу—16 =. 

Такъ какъ второе уравнен!е должно удовлетворяться тфми же 

значетями неизвфстныхъ, какъ и первое, то мы можемъ под- 

ставить въ него вифсто х найденное для него выражеше, отчего 
получимъ уравневе съ однимъ а 4 

и 10. Вы 

Рёшимъ это уравноше: 

РОО 17; 25у—80--12у= 68; 37у = 148; у=4; 

4 1 
тогда: === 5. 

Мы могли бы, предположизъ а найденнымъ, опредёлить ппъ 

одного уравненя у въ плийсимости отъ х и полученное для у 
выражен!е подставить другое уравпеше. 
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Поавило. Чтобы рёшить систему двухъ уравненНй съ 2 не- 

извфетными способомъ подстановки, опредфляютъ изъ наного-либо урав 
неня одно неизвЪфетное въ зависимости отъ другого, и полученно 

выражен вставляють въ другое уравнене; отъ этого получается 

одно уравнене съ однимъ неизвфстнымъ; ршивь его, опредЪляюте 

это неизвфстное; подставивъ найденное число въ выражение, выве. 

денное раньше для перваго неизвЪстнаго, опредфляють и это другое 

неизвъстное. 

Зам чаше. Этоть способъ особенно удобенъ тогда, когда 
коэффищенть при исключаемомъ неизв$стномъ равенъ 1. 

124. Способъ сравнен:я. Пусть ихфемъ ту же систему" 

8 — бу =— 16 ‹ 

105 --3у= И. ; 

Желая исключить х, опредфлимъ это неизвфстное изъ каждаго уравке: 
вия въ зависимости оть другого неизвфстнаго уг 

_ 5у—16 _И-Зу 
я = ет (1) 10 

Такъ какъ въ обонхъ уравнешяхь неизвфстныя должны означать одну 
и ТВ же числа, то мы можемъ полученныя для х два выраженя соединит 
знакомъ равенства, (сравнить ихъ между собою): 

5у—16 _ 17—39 
8 По 

Откуда; 25у — 80 == 68 — 12у; З7у == 148; у=4, 

‹ 

{2}. 

Подетавивъ это число въ одну изъ формулъ (1) пли (2) найдемъ =: 

5.4—168 _4 1 М — 8.45 _1 
в и аи в 

Неизв%стное х мы могли бы также найти, исключивъ способомъ срав: 

зеня у. , ] 

Правило. Чтобы изъ двухъ уравнен исключить одно неизвфстное п‹ 

способу сравнен!я, надо изъ камдаго уразненя опредфлить одно и томе неизвъст. 

ное въ зависимости оть другого и полученныя два выражен я соединить знаноит 
равенства, р 

125. Способъ сложеня или вычитаня. Предпо. 

ложимъ сначала, что въ данной систем уравневй (приведен. 

ныть предварительно къ нормальному виду) коэффищенты прг 
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какомъ-нибудь одпомъ и томъ же неизвзетномъ, наприм8ръ, 

при 1, будуть одинаковы. При этомъ могутъ представиться 

два случал: или пиики передъ такими коэффищентами разные, 

или опи одинаконый, Ганемотримъ одиопроменно оба эти случая. 

Пусм» мвир Двииыи виотемы будуть тоя: | 

Т.И система 3-и система 
ры ду м 27 [ 8.2-|- Ву==81 

№4 2 83 |3 Ви-=05, 

Сломимь почлонио уравнешя порвой системы и вычтемт 

цочленио урииюшя второй системы: 

77—2у =97 ‚ бх--8у= 31 
55--2у=33 | —32 2 8Ву==— 25 

12х = 60 2х = 6. 

Такимъ образомъ, одно неизвЪстное исключилось. Изъ полу. 

ченныхъ уравневшй Очи: Е ь 

= ыы —=5 | # = 5= 3. 
у 

Вставивъ въ одно изъ данныхъ уравнев!й вмфето х найден. 

ное для него число, найдемъ у: . 

5. 38 =31 
, 

7.5—3у=27 
° у==2. 4 ‚ у—4 

Возьмемъ теперь систему двухъ уравневн!й, въ которыхъ ко 

эффищенты при одвомъ и томъ же неизвфетномъ неодинаковы 

напр., такую: М 
} 72 бу= 29 

| — 527-- 8у= 10. 

Мы можемъ исключить изъ этой системы любое изъ двух 

неизвЪстныхъ. Наприм\рЪ, чтобы исключить у, предварительли 

преобразуемъь уравношя такъ, чтобы передъ у коэффищенть 

оказались одинаковыми, Чтобы достигнуть этого, достаточии. 
обф части перваго уравнешя умпожить на коэффищентъ при | 
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во второмъ уравнени, т.-е. на 8, а обЪ части второго уравненя 
умножить на коэффищентъ при у въ первомъ уравнении, т.-е. на 6: 

72-|- бу==29 (на 8) 56х-|- 48у == 232 

—52-- 8у = 10 (на 6) — 302--48у = 60. 

Такимъ образомъ, этоть случай всегда а: привести КЪ 
первому. Посл этого остается только сложить или вычесть 
преобразованныя уравнен!я..Въ нашемъ примфрВ знаки передъ 

у въ обоихь уравненяхъ одинаковы, а Потому для исключешя 
у надо уравнея почленно вычесть: 

565-|- 48у = 232 
-- 305 - 48у=— 60 

865 == 172; , откуда #=2. 

_ Друтов неизвьстное мы можемъ найти или посредствомъ под- 
становки въ одно изъ данныхъ уравнен!й вместо х найденнаго 
для него числа, или исключивъ изъ данной системы неизвФет- 
ное х такимъ же путемъ, какимъ мы сейчасъ исключили у, 

Замфчане. Чтобы коэффищенты  передъ у оказались не 

только равпыми, но и наименьшими, сл$дуетъ найти наимень- 
шее кратное кооффищептовь у, т.-е. въ нашемъ примфрВ 6-г 

и 8-и (это будотъ 24), и умножить обЪ части каждаго уравне. 
ня на соотвВтствуюниио дополнительнаго множителя: 

72 - бу=ь 20 (шп 4) 282-24 =116 
— 5%-- 8у=10 (па $) — 162-24 = 80, ` 

Вычтя почленно уравненя, получишь; 435 == 86, #==2. 

Правило. Чтобы изъ двухъ уравнен!й (приведонныхь & 

нормальному виду) исключить одно неизвёстное по способу сло’ 

меня или вычитаня, надо сначала уравнять въ обоихъ уравненяхт 

коэффищенты при исключаемомъ неизвфстномъ, а потомъ сложите 

оба уравненя, если знаки передъ этимъ неизвёстнымъ разные, или 

изъ одного уравиен{я вычесть почленно другое, ее знаки передт 

иснлючаемнымъ неизоъстнымъ одинановые, .’ 
‘ 

` 2$. Для строгого обосповая ‘епособа сложещя или вычитания "дока 

кенъ оао теорезу. : 
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Теоремя. Если въ систомб урввнешй замфнимъ каное-нибудь одно иэл 

нихь новымь уравненомъ, которое получится отъ почленнаго слещеня уравнеий 

снотемы, то получимъ другую снотему, равносильную данной, 

Цок. Пусть нам дина систимиь уранмен: 

дм 1 И] ва Г} Лит Г о... , | (1) 

Слолииь почльнио ити уриниеции 

А А | Ари В Пе. 
и шим Нолимь урлниеными НиМЬНИМ наков-нибудь одцо изъ данных 

ураниыий, пащь, $ ор лигдю получим» другую сиотому: | 

4+ Я: +- й | ох =% Й [Л 4 4ц› с .} Иа 1 А Пи, .. (2) 

Тробуотеи дивиийть, что онотомщ (1) м (2) пемиопильны, %.-0, что он 

имоть одни м УВ око корни, Для отого доотьлочио убфдиться, зто ве] 
кории оматимы (1) припадложоть и бсистомЯ (2), и обратиог во корни си 

ытомы (2) принадложать и систеиз (1). 
Пуоть сиотома (1} удовлетворяется при м == а, у==8... Это звачитъ, чм 

ири тихь аначеняхь неизв$стныхь выражен!я 44, 4., 42. . . дВлалотс; 

соотвзтственно равными выраженямъ В, В:, В... . Очевидно тогда, 91‹ 
при этихъ значешяхъ ноизвфетныхь сумиа А-- 4, -|- 4. +... дБлаетс; 
равной сумм8 В-- В, 5.--...; значить, эти значеня нензвфетныхт 

удовлетворяють систем (2). Такимъ образомъ, всВ корни системы (1) при 
надлежать и системВ (2). 

Обратно, положимъ, что система (2) допускаетъ корни бы. у=ы.. 
Это значить, что при этихъ значеняхь неизвфетныхь суммы А-- А, + 
+4... и 8+ В--В,--.. : дБлаются равными между собой, : 
также и выражешя 4; и В;, 4. и В. ит, д. Но тогда очевидно, что пр: 
т5хъ же значешяхь неизвёстныхь и выраженя Аи В сдБлаютсея рав 
ными, т.-е. удовлетворится и система (1). Значить, вс8 корни системы (2 

принадлежать и систем$ (1). . 
Отсюда слвдуеть, что системы (Т) ин @) ОЕ 

‚ЗамБчаня. 1. Прежде чфуъ. складывать почленно уравнений 
данной системы, можно предварительно умножить члоны кеждаго изъ вихъ 
или только нфвоторыхъ, на камя-нибудь числа, но равныя нулю, так? 
какъ посл такого умножешя получяются ‘уравнешя равносильныя. Вл 
частности мы можемъ, иапр., члены какого-нибудь одного уравненя иле 
н$околькихь уравненй умножить предварительно на —1; другими словами, 

мы можемъ н®которыя уравненя почленно Вычесть, Если, напр., в1 

указанной выше систем (1) мы умнокимъ на — 1 члены второго УраЗНЕ 

шя, & потомъ воз урзвнешя оложимъ, то получимъ уравнен!о, 

Ве . 4— Ш... ВВ ев г. 

которымъ мы можемь замВнить любое изъ уравневй данной системы, 
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20. Способы подстановки и сравнен1я могуть быть разематриваемы, канъ 
сл®доть!я изъ доказанной теоремы. Положимъ, напр. мы имемъ систему: 

Г 22 —Зу=1 о, (1) 

Ее можно замЪънить такою: 

13, : 17-79 
х Ра > ® = 6 ‚ з (2) 

потому что уравнешя послВдней систомы раоносильны боотьфтотвенно 

уравневлыъ первой системы. Вычтя почленпо уравиошя системы (2), мы 
можемъ, по доказанному, замВнить ее новою снотемой: 

- . 8 17 — 7 * = а .0= = 2 т. р . (8) 
ъ.‹ 

. 

рвобоаСия второе уравнене системы @, мы можемъ представить ее 
ДВОЯКО: 

ее ‚ ®= . + ЗУ й ыы 1 зу ". Чу=и (способъ подстановки) 

или в = гы ыы = и И (способъ ораннев!). 

ГЛАВА. У. 

Система трехъ и боле уравнешй первой степени 
` . ©0 многими неизвстными. 

127. Нормальный видъ ‘уравненя первой сте- 
пени съ 3 неизв Ъ отными. Если въ уравнени 1-й сте- 

пени съ 3 ноивпфетпыми &, у и 2 мы сдфлаемъ тб же преоб- 
разован1я, кая были нами прежде указаны для уравненй съ 

1и2 неизвЪстными ($$ 116, 117), то мы приведемъ уравнене 
къ такому нормальному виду, при которомъ въ лфвой части 

уравнен1я находятся только три члена: одинъ съ 2, другой 

съ у и трей съ г (ко›ффищентами при этихъ неизвЪетныхь 

могуть быть числа и положительныя, и отрицательныя), а пра- 

вая часть уравненй состоитъ изъ одного члена, не содержащаго 

нейзвжетныхт.. ‘Таково, напр., уравнене 5х — Зу— 4 = —13. 

Одпо уравнеше съ 3 ‘неизвестными и система 2 уравнен!й 

съ 3 неизвфетными допускаютъ вообще безчисленное множество 

корней, потому что въ первомъ случа двумъ неизвфетнымъ, 

а во второмв — одному неизв®ствому можно придавать произ- 

вольныя значеня, число которыхъ безконечно велико. 



‘Система трехъ урппиевий съ тремя неизв5етными можетт 

быть рмиоия т1ми же способами, каюе указаны выше для 
системы днукь уриниЙ сь 3 неинютными. Покажемъ при. 

ииено овихь сиособонь на слбдующемь примр%. (каждое 
уралнеше прединрииельно прийедено къ иормальному виду): 

ни Ян | Вен 7 
Ти | Ям ›: М => В 
Мн». ут + `.“ | 

120. Способ и полотанопни. Пи одпого уравнев!я, 
пар» Им первиго, онредфлимь какое-нибудь меизвЪстное. 
папро 2. вы винисимости оть других8 поивийетныхь: 

м 
ть. в О, 

Мы приходимъ, такимъ образомъ, къ двумъ ‘уравневялмъ с1 

двумя неизвестными. 

- Ршивъ ихъ по Е иИЗЪ способовт, указанныхт 

прежде, найдемъ: у=—3, *=2; подставивъ эти числа въ выра. 

жен!е для х, ве ДеНВОВ ТВ, найденъ и это поизвёстное 

ге 7-2 2. 3—5. —5.2 _ 1 

са 

129. Способъ и Изь кажлаго уравненя опред, 
Лимъ одно и то же неизвстное въ зависимости отъ двухъ другихъ неиз 
вфотныхъ. Оть этого получимъ 3 выраженя для одного и того же неиз. 
вфстнаго. Соединивъ зпакомъ = первое выражен! со вторымъ и первое ст 
третьимъ (вообще, одио изъ этихъ выражотИ съ каждымъ изъ остальныхъ), 

получимъ два, уравиешя съ 2 неизвфстными: . 

ие 7 тит р $ —4и-- 8: „Зи + Не 12. 

= 7 7 
‘ РЕ 

ти 56-3 о. СТ. Ву 56 _ ыы та тии в ЗУ 18. 

А. Киселевъ. Алгебра. 9 
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Рашивъ эти два уравнен!я, получимъ: у= =3, #=2 Ветавийъ вти зяачен!я 

въ одно изъ трехъ выраженй, выведенныхь” раньше для м, найдемъ #@=1 

30. Способъ сложен!я или вычитан!я. Изъ урав. 
неншШ 1-го и 2-го исключимьъ какое-нибудь неизвестное спосо. 

бомъ сложен1я или вычитан!я; отъ этого получимъ одно урав. 

нен!е съ 2 неизвфстными. Потомъ изъ уравнен!й 1-го и 3-1 

(или 2-го и 3-го) тёмъ же способомъ исключимъ то же неиз 

вфетное; оть этого получимъ еще одно уравнене съ 2 неиз. 

вфетными, Пусть, напр., желаемъ исключить 2: 

1) За Зу--а==7 (на 8) 24е-— 169-40-56 
2) 7% 4у— 8е==3. (на 5). 855-- 20у — 40 ==15 >. 

595-- 4 . =11. 

1) 3=—29-15=7  (на4) 12%— 8у-20:=28 
3) 55—3у—42=—12 (на 5) 26-—1бу—202=-— 60 

375 — 23у —=— 32 

Рьшимъ полученныя два уравненя: #==1, у==3. Ветавимт 

эти числа въ одно изъ данныхъь уравненй, напримръ, ве 
первое: 
е % 3.1 —2.3-52=7; 5==10; #=2. 

Зам чане. Для искиочешя одпого неизвЪетнаго мы брали 
въ этомъ примфрф 1-е уравношо со 2-мь, потомъ 1-е съ .3-мъ; 

но нётъ надобнооти доржимъен такого порядка. Можно взятЕ 
1-е ур. со 2-мъ, потомь 9-0 съ 3-м или 1-е съ З-мъ, потомт 

2-е съ 3-мъ, — однимъ словомь, надо взять какое-нибудь изт 

трехъ уравнен!й съ каждымъ изъ остальшихь, 

131. Прим 5нежме этихъ способовъ мъ боль: 

шему числу уравнений, ТБии же способами можно рЪ- 

шить систему 4-хъ ур. съ 4 ноизвфстными, 5-ти ур. съ 5-к 

неизвестными, и т. д. ‘Пусть вообще намъ дана’ система. т 

уравненй съ п неизвфотными. Тогда: о: 

({Способъ подетановни.) Изъ. одного ‘уравнен!я опредфляютт 

какое-нибудь неизвестное въ зависимости отъ другихъ неиз. 
вфотныхь; полученное выражен!е вставляють выЪсто исклю. 
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чломато поивидетрАю и остальныя ураппошял. Отъ этого полу- 

чиюрь | урминыий вв я Г ноизийетнымя. Съ этою систе- 
мой постунцим Митю Таюь жи. Продолжеитоть исключен!е не- 
иВиТоНыхь До ТТ ь цик, ПоКВ Пе нолучичея одно уравнене 

сь однимь  Нонинеиныь. Рмиинь ого, находятъ значене 

того пенни йетинто, Иетанииь ито ииачиню м формулу, выве- 

Деннуие да ог иронии мес, цоторов поюлочили въ послЪд- 

НА раыеы, Почучиниь иначе друииму инин вес. Вставивъ 

ыРи ДнВ иначен иь Цирмулу, пыпедениую дли того веивв$ет 
ини, Кони иннльмиди зъ предносладиЙ ригь, иаходятъ зна- 
ча трибино нениыметиаео, ТГродолжиюгь тиюь до тОхъ поръ, 

пока но будуть получецы зиачошя всфхь поиуибетиыхъ. 

{бновебь оривненя,) Изъ каждаго уравпол!я опродфляють одно неизьВс ` 
моё въ виписимости отъ остадьныхъ. Получалотъ такамъ образомъ для одного 
н того жо поизвфстнаго столько выражен!, сколько уравнений, положниъ и, 
Соединивъ знакомъ = одно изъ такахь выраженшй со всфми остальными, 
получають я — 1 ур. съ » —1 нензвфетными, Съ этою системою поступають 

точно такъ же. ра : 

(Способъ сложеня или вычитания.) Берутъ дга уравнен!я, напр., 

первое и второе, исключаютъ изъ нихъ одно неизвфетное спо- 

собомъ сложен1я или. вычитан1я (конечно, уравнявъ предвари- 

тельно коэффищенты передъ исключаемымъ неизвфетнымт). 

Отъ этого получаютъ одно уравненше съ я —1 неизвфстными. 

Потомъ беруть одно изъ взятыхъ прежде уравнев!й, напр., 

второе вмБстф съ какимъ-нибудь изъ остальныхъ, напр., съ 
третьимъ, и тёмъ же способомъ исключать изъ нихъ 10 ж 

неизвёстпое; оть этого получають другое уравнеше съ «—1 

неизвЪстными. ЗатФмъ беруть одно изъ ране взятыхъ уравне. 

в1й, напр., третье, вмВстВ съ однимъ изъ остальныхь, напр. 

съ четвертымъ, и исключають изъ никь то же самое неизвЪет 

нае; оть этого получаютъ третье уравпеще въ —1 неизвЪет- 

выми. Перебравъ такимъ обравомъ вс} я уравнев, получаютъь 

в—1 ур. съ и—1 иоповбстными, Сь этой системой можн 

поступать точно такъ жо, какь и съ первой. 
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_ ГЛАВА \. 

НЬкоторые частные случаи системъ уравненй. 

132. Разсмотримъ нфкоторые случаи, когда при ршент 

систомы уравнен1й полезно отступать отъ общихъ премовъ. 

1. Случай, когда не всЪ неизвфстныя входять въ нашдое урав- 

нео напр.: 

10% —у-- 32=5 Въ этомъ случа ‚система ршается 

Е ‚ 40—51=6 быстрфе, чЪмъь обыкновенно, такъ какъ 

| 29--32=06 `въ ифкоторыхъ уравненяхъ сами собой 

3и--2%==4 исключены тЪ или друйя неизвЪстныя. 

Надо только сообразить, как1я неизвфстныя изъ какихъ урав- 
нен!й слФдуеть исключить, чтобы возможно быстрЪе дойти до 

одного уравнен!я съ однимъ неизвёстнымъ. Исключивъ въ на- 

шемъ примЪрЪ # изъ 1-го и 3-го ур. и ® изъ 2- о и 4-го, по. 

лучимъ два уравневя съ хиу; | 

10% —у--32=5 40 — 5т=6 
—2у—32=—6 -— 4 —бу=— 

105 —Зу=—1 — 55 бу о. 

Ршивъ зти уравненя, найдемъ: х==0, = 

Теперь вставнмь отя значеня во 2-е п 3-е уравнен]я: 

В 16 

| у | 
ПП. Введене вспомогатольныхь иоизньстныхь. Многда система 

уравневн1й имфетъ. такой пидт, при которомъ она р$шается 

сравнительно просто посродетвомъ введен!я вспомогательныхт 

неизвЁстныхь. Покажемъ это на стБдующихъ трехъ примфрахъ 

1 а а 

111 5. Е Е. 
и т ат. Положииъ, что у? 

т Е: |1 - 

ое Ь рее 



= 

Могда получим гиетому В уравнений съ вопомоготоль: 

пыми поини\фериыми мии’ 

нуу 7 пить ту систему, найдемъ: 
1 й р = , 

РИ ина р Ру = 3. р 

ОИ р. _ И в . ГИ ие | ЕН 

а и цу" # 3 

Откуда вы 3, у, #3. 

зи 
2) - | те ван |3 3 2 

у ее Дроби 5; ИТ, П. МОИ 
Вю ь у 
а равсматривать, какъ произ 

а. веден!я В 2.1 ит. д. 
‘уе 2 в 

Поэт положивъ ты ре и ее получныъ: оэтому, т. уу оо ; 

Зи 2 — 42 == — 13 Изъ этихь уравнев!й находимъ 

6х’ — Зи — из 2-0, у #=5, посл чех 

5х позе. т 1 —9 1 

БЕТ, -- 27 = 2. : получим =, У=2, #=. 

С) 1 + 7 
= 55—81 — 

| Ре 1 
д Зу—5. 5х—8у-- 12 | 

Введемь вспомогатольныя неизввстпый; 

| =: в И =}? у 

8-5’ ба ВУ" 

Тогда  ОлуЧиМЪ ое простую систему: 

| ии! 
| 45—14. =]. 
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Ршивъ эту систему (напр., способомъ уравпошя коэффи- 

щентовъ), найдемъ; х’=1/., у’=!/:; слБдов.:. 
. 
т 

| 1 т. 

2=Р8У—5 2 : 2% 3у—5-=2 
1 | и И: | 5% — 89-12 ==14 

52—18 = 14 в 

“в 22--3у=7 Е р. Или 3 { 5 — Ву =. Эта система даеть: В у=1. 
> 

И, СложенГе и вычитане уравненйй, Напр: | 

т у=а  Сложивъ вс$ три уравнен!я, найдемъ сумму трехъ 

у--а=06 неизвфетныхъ; вычитая изъ этой суммы каждое 

&--г—=е уравнен!е, найдемъ неизвЪстныя отдфльно; 

Зву =а--ь + пре, 

Е — а; ‘= 
ао. ее 

2 й 

` 

ГЛАВА \У1, 

Поняе о способЪ пеопредфленныхь множителей. 

(Слособъ Бозу '). 

133. Система двухъ уравненм съ 2 неизвЪ.- 
стныгли. Возьмемъ такую сиотому въ общемъ видзВ:. 

{ аа -|-Ву =е 

аа -- Ру=е. (1) 

Умножииь всЪ члены одного уравневя, напр., второго, на нЪкотораго 
множатоля т и затвиъ сложимъ его съ другимъ уравнешемт: 

ее уе, В - (2) 
ы 

1) Фравцугсый математикъ хип столвтя (173 — 1189), 



=> 19% — 

Ч{(Цолля опрад\флить ить отото упавнешял х, придаднмъ множлтелю 9 та, 

хо знамен, чтобы комирищинть при у обратился въ нуль. Для этог‹ 
вало дли т цпяивчить чнияо, онредваленое уравненемъ: 

Вр м 0, откуда м --ь. 

еет 
—. 

аат 
Тогля урянниня (И) дни (и рянш — 6 -] @м, откуду х = 

ь 
Потиных тининь И мото м ого ННАЧеНе 

„Г № ‚_. и ай $ 

=" тым“ 25’ — 6% 

ти Жо. о" ата ит 
а ]. ‘ ( ыы “> Ри" 

Для опродфлешя у дадимь т такое значеню, которое въ уравпени (2 
обратить въ пуль коэффищенть при 2, т.-е. положимъ, что: 

ат ат=0, откуда: =. 

Тогда Ф--Ыт) у=е--ет, . - 

[С г+9(-5) ы де-ет _ 2’) _ ае— ас’ а — а, 
ОА Ут = ааа Н=СЯ 

134. Система трехъ уравнен:й съ 3 неизв%. 
стными. Пусть имЗемъ систему трехъ уравнен!й: 

ахуе =а4 

 изчуроте {1 
ах у -- в" — а” и 

Умножимь вс члены одного уравненя, напр., перваго, на неопредфлен 

нато иножителя т, а вс члены другого уравнешял, пэпр., второго, в 
неопредфлекнаго множнтеля и и затёмъ сложимъ воф три уравненя: :^.` 

(ат-р а’ -- а") 2+ (т НЫ НЫ у-+ (ст вв +- 0"); = ат 81-4" (2 
Желая опредфлить х, выберемъ для т и я тащя значеншя, чтобы въ по. 

ся$днемь уравнени кооффищенты при у в # обратились въ нули. Таки 
значеня найдутся, если рышимъ систему; ‹ 

{ в + п -- Ь” = 0. 
ст ем +6" = 0. й (3 

_ ат + ата" 
‹ Тогда уравнен!е (2) даетъ: та”. и 
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Такимъ образомъ, рышеше снотемы (1) трехъ уравиенй съ 3 неизвЪфет- 
ными приводится къ ръшенио системы (3) двухъ уравнен!й съ 2 неизвестными. 

Леренеся въ уравневяхь (3) члены у. ис” въ правую часть и поль- 

-тясь формулами $ 133, получихъ: 
{— — 5”) с' се у |8 с) р ры ы 

ыы в — 9 = 37—58 

Бе ев, 
=} 5 — 55 $ — 6% ' 

Подставивъ эти выраженя въ равенство (4), находияъ: 

и бе 5" 
а ПЕ 

2—7 

фе 
а. 

Й ый 5’ а. т И а” 

фе— бе , бе’ — 6 

Раскроехъ скобки и умножимь числителя и знаменателя на 50’ — 5’ 

аб’с” — а5"с -- 4%" — ас" — [Фе | "бе" , у 
ас ЕЕ аф”с т ей с — а’ — або та’ # ! 

Остальныя ноизвфотНыя можно найти Ви ко ее а именно‘ 

для опредёлешя у надо т ив — такими, чтобы: | 

1 в у ду @т -- @® а”. 
тис" О 9 Инь в ЕЙ 

Для а # надо и сиотем у 2 

ат |- ап -- а” =0 ' „ _ Чи @н - а” 
ва 570, пиано", | 

Выполнивъ эго, получимъ: ° 

94%’ — аа’ а Фа” — фас" 2 @’ао - @'ас, | 
9 — и" — бас! т рай ба ше" 

_ аа" — ав” 465 — 405" -- 4" а’ — 4" 65 
= са’ ня | са’Б — саб" Ч е’аб — са 

#35. Система п увавненй съ п неизв Е стными, 
Пусть вообще имфемъ систему п уравнений 1-й степени съ я неизвфстными. 
Умножимъ каюмя-нибуль и —1 уразнен!й соотвЪтственно на я — 1 неопре- 
дъленныхь множителей: и, т», ц.. пя И затЬмъ’ сложимъ ве урав“ 
нешя, Отъ отого получимъ одно уравнеше съ ю ноизвфетными, Желая 
заязмъ опрод\лить какое-нибудь неизвфстное, напр., г, придадимъ неопре-' 

дБленнымь ипожителямъ такя знаментя, чтобы козффищенты при вовхъ 

остальныхь ноизийотлыхь обратились въ нули. Для этото придется ршить 
п— 1 уравнойЙ ось в —] неизвфетными. Эту систему, въ свою очередь, 

можемъ привести къ сиотом я —2 уравнений съ ® -— 2 неизвфотными ит. д, 
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ГЛАВА УИ. 

Уравнения неопрелфлеиныя и несовмЪстныя. 

136; Система, въ ноторой число урасненЯ 
равно. чиолу ноизвЪотныхь. Мы пидбли, что вс 

способы ршошя системы урвинеий первой стопови, когда чиелс 
уравнен!Й рапно чиолу ичииетиых, приводиеь уъ рышенх 

одного уравиемя нерной стенени съ одним ивизибетлымь. Н‹ 
такое уравнения, кмысь мы нидтли иа прим рихь (8 119), пыЪета 
или одно р®иимии, или боичислениое множество р\инанй (при: 

мЪръ 4-й укиуминиу имнирмра), или ни одного рмиошя (пря 

мфръ 5-й того ма парагрира), ПМозбому и систома ураоневи 

первой стецени, когда число уравнов равно числу ноизвЪст. 
ныхЪ, Допускаоть или одно рёшеше, или безчисленное множе 

ство рёшевшЙ (неопредфленная система), или не имфетъ ни одног‹ 

ршошя (невозможная система). Примфры системъ, допускаю. 

щихъ единственное р5шен!е, мы уже имфли прежде; приведемт 
теперь примфры системъ неопредвленной и невозмолной. | 

Веопред. система. Невозм. система. 

[2% — Зуте=5 [25 —Зу=4 ̀ 
| би--2у— 42=-—1 ° \ 4% — бу =30, 
| 9.6 —4Ау—: и Е 

Въ первой спетем $ третье уравнеше есть слВдетв!е двухъ пер. 

выхъь, Въ самомъ дЪлЪ, если члепы перваго уравнеШя умножимъ 

па 2,потомъ сложимъ сго со вторымъ уравненемъ, то получимъ 

третье уравнен!с; слЪфд., если два первыя уравнон!и удовлетво- 

ряютея какими-нибудь значешями неизвфствыхЪ, то тфми же 
значенями удовлетворяется и третье уравноше. Чо первыя 

Ддза уравненя, содержа три непзофетныя, имВють безчпеленное 

множество рфшенй; ‘значить, система поопродвленна. 

Если станемъ рёшать эти уравнен!я, то неопредфленность 

обнаружится тфмъ, что въ конц ртен и воз НЕ 

исключатся и получится равенство: 0 ==0, 1 

Во второй систем второе уравнен!о противорзчить первому: 

если разность 22—8у должна равиятьея 14, то ‚разность 
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4% — бу, равная 2 (2х — 3у), должна. равняться 14.2, т,-е. 28, 

а не 20, какъ требуеть второе уравнен!е. Значитъ, предложен- 

ная система невозможна. Если станемъ рёшать эти уравнен!я, 

то певозможноеть обнаружится т$иъ, что получимъ нелпое 

равенство. Такя „Уравненя наз. несовифбстными. “ 

137, Система, въ ноторой число уравнен!й 
меньше числа неизвЪстныхть, Такая система или 
допускаеть безчисленное множество рёшенй, или не имфетъ 

ни одного рёшен!я. Пусть, напр., намъ дана система 3 уравнен1й 
съ 5 неизвзетными: =, 9, 2, фи 9. Назначимъ для 2 ноизвЪотныхъ, 

напр., для х изу, произвольныя числа и подставимъ ихъ въ данныя 
уравнен!я; тогда получимъ систему 8 уравпон1й съ тремя неиз- 

вЪотными 2, фи; рВшивъ эту систему (если она окажется воз- 

можною и опред®ленного), найдем значен!я этихъ неизвфстныхъ, 

соотвётствующя числамъ, взатымъ для хиу, Назначивъ каюя- 

нибудь дру{я числа для х иу, снова найдемъ соотвфтетвуюц я 

значення для остальныхь неизвфетныхь. Такимъ образомъ, 
каждой пар® произвольно выбранныхъ чниселъ для хиу найдемъ 

соотвфтетвуюция значеня остальныхъ трехъ неизвфстныхъ; 

значить, вс$хъ рёшен! можеть быть безчисленное множество. 
Можетъ случиться, что уравнешя системы окажутся несо- 

вмфетными; тогда система не имфеть ни одного рёшеня. 

138. Система, въ ноторой число уравненй 
больше числа неизв $ стныюхть, можеть имфть рёше- 
ве лишь при н%которыхъ соотношевяхъ между коэффищен- 

тами уравненй. Положимъ, напр., мы имфемъ систему 7 ур. 

съ 4 неизвфстными. Возьмемъ изъ всфхъ уравнен! как!я-ни- 

будь 4 и ршимь ихъ (если возможно); тогда мы ‘найдемт 

значеня для вебхь 4 неизвфстныхъ. Подставимъ эти значеня 

въ остальныя 3 уравненя; мы получимъ тогда $ равенетва, 
которыя могуть оказаться невозможными. Въ этомъ. случа? 
данныя уразнен!я несовмфотны. Напр.: . 

42—2,— $ Рашивъ два первыя уравнен1я, найдемъ: Ры 

1} 7х---4у-==69 у=6. Ветавивъ эти значен1я въ 3-е уравнен!е 

6%—3у-=10 получимъ невозможное равенство: 12=10;зна. 

чить, данныя уровненя несовиЪфетны. | 
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‘ах--Ву=а Иоъ дпухъ порвыхъ уравненй находимъ: 

2) 3 тх-ф- ур тая и— р ар— ст. 
дати м ат! = ап — т ° 

Вотавимъ оти пыражени ив тротьо урапповте; тогда получим 
слёдующую паписнмость между ко {фицюптами; 

о — [т пр = ет | -- } пох а 
пн ив т ' 

Если коли пиы таковы, что удоплатворлютъ этой зави: 

симости, то сиотоми ровможна; въ противиомъ случа уравнен!я 

несовыфстпы. 

ГЛАВА {Х. 

ИзслЬдоване уравненйй первой степени. 

1. Одно уравнене съ однимъ неизвфстнымъ. 
. | у 

139. Что значитъ изслдовать уравнене, 
Изелфдовать уравнене съ буквенными коэффищентами значит? 

разсмотрфть вс особенные случан, которые могутъ предста 
виться при рёшев!и его въ зависимости отъ частныхъ значений 
буквъ, и уяснить значен!е этихъ случаевъ для той задачи, пот 
услов которой уравнен!е выведено. у 

140. Общи вирдъ уравневыя и его р%шене, 

Мы видфли (5 119), что уравнен!е первой степени съ 1 недв. 

вЪетнымЪ х посл надлежащихь преобразован! приводится 
къ такому нормальному виду; 

ро " @#=6, 

тд аи суть камя-нибудь алгебраичесвя числа, не зависящ!я 

оть м. РаздЪливъ об части этого уравнен!я на коэффищентъ а, 

мы получимь слфдующее единственное рфшен1е уравненя: 

ь 
ь х = -. 

. а 

Раземотримъ, какого рода рЪшеШя получаются изъ этой 

формулы при частпыхъ значешяхъ входящихь въ нее буквъ, 
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4. Положительное 'р&шене, Такое рёшен!е полу- 

чается тогда, когда числя. $ и а одинаковыхъ знаковъ, т1.-е. 

оба они положительныя или оба отрицательныя. ‚ % , | 

Положительное рфшене вообще показываетъ, что предло- 

женная задача возможна. Впрочемъ, иногда случается, что не 

всв условя задачи выражены въ уравненш; въ этомъ 'случа% 

положительное рёшен!е можотъ и не удовлетворять требованямъ 

задачи, и задача окажется невозможной. ‘ 

Задача. Общество, состоящее изъ 20 чоловфкъ, устроило 

сборь съ благотворительной ифлью, при чемъ каждый мужчина 

внесъ по 3 рубли, & каждая женщица-—по 1 руб. Сколько было 

въ отомь общестьв мужчишь и бколько жепщинъ, если весь 
сборь составиль 55 руб.? 

Некомое число мужчинъ 2; число женщинь 20 —2;. сборъ со 

ВСЪУЪ. мужчинь 3х; съ ов 20—15; по ус ‘довно задачи: 

| +0255 откуда: 2=175. 

Это ен ’довлетворяетъ ‘уравнению, но не удовлетворяеть 

задач, такъ какъ по смыслу ея искомое число должно быть 

‘пфлымъ. Различ!е между ‘уравнен1емъ ‘и задачею произошло 

здфеь оттого, что уравнене выражаетъ не всф требован]я задачи, 

а именно: въ немъ пе содержится подразум$ваемаго въ залачь 

_требовашя, чтобы искомое число было цфлымъ. Предложенная 

‚задача невозможна, 

142. бтридаталеное ршеже. Такое рёшен!с полу 
частся тогда, когда числа $ и а противоположныхь знаковъ, 
т.-е, одно изъ пихъ положительное, а другое отрицательное. 
’ Отрицательное рёшене, удовлетворяя уравненю, въ. то же 

время удовлетворяеть и задачЪ, если величина, выражаемая 
чиеломь &, можеть быть понимаема въ двухь противополож- 
ныхь смыслахь. Въ такомъ случаЪ отроцательное р'5шеше 

сзначаетъ, что эту величину надо брать въ смыслф, противо. 

‘положномъ тому, въ какомъ она берется при положите льномт 
‘рёшени; такъ, соли положительное р®шен!е означасть время 

поелВ нфкотораго событя,. то отрицательное рёшен1е озккачаете 
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время раньше этого собьимя; если первое означаетъ разетолииа 

вправо, то посл®диоа -— ризетомИе плфво отъ нфкоторой точки, 

ит. п. , Е 

Если же падичины, иыражаамля числом =, не можеть быть 

понимаема мь двухь инегинополокныхь смыслахъ, то отриц: 

тельное рАлио а инииииь поновможиость задачи. 

Задача 1. Ощу Зо льмь, в сыпу 10 дЬть. Черезъ сколько 

лЬть отець будеть №ь То риуь стирие сыла? 

Обозначим искомое число черезъ 5. Черсзъ 2 х афть отц 

будетъ 40 -|- г, в сыну 10-2 льтъ. По уеловио: 

40 -|. в == (10 -- 2)7; откуда: х=— 5. 

` Еели поирось вадаци: «черезъ сколько ть отець будеть 

въ 7 разъ старше сына?» понимать буквально, то получившееся 

отрицательное рёшеше надо ‘истолковать такъ:. невозможно, 

чтобы въ будущемъ отецъ когда-либо едфлался въ 7 разъ старш 

сына. Но допустижь, что, задавая вопросъ задачи, мы имфл 

цфлью. опредфлить то время (тоть моменть времени), когда 

отецъ въ 7 разь старше сына, независимо отъ того, произой- 

деть лн это событе въ будущемъ, или оно уже произошло вт 

прошедшемъ. Тогда при ршеви задачи мы должны сдфлать 

2 предположения: | | 
‚ 1) Положимъ, что отецъ бу Детъ старше сына въ 7 разъ черезъ 

х лЬтъ; тогда уравнен!е окажется то, которое мы выше составили: 

40+ = (10-37. р (1) 

2) Положимъ, что отецъ былъ старше сына въ 7 равъ х лётъ 

тому ааа тогда уравнен!е окажется другое: 

40—#= (1 0—2)7. . (2) 

"Пе трудно "видфть, что уравнен!е (2) можно получать ‘изъ 

ур. (1), если въ (1) замфнимъ х на—, Зиачитъ, можно ска- 

зать, что уравнен!е (1). соотв тетвуетъ обоимъ предположенямъ, 

если только условимся, что положительное значене х озна- 

чаетъ промежутокъ времени, слёдуюпий за настоящимъ момен- 

томъ, а отрицательное значен!е овначаетъ промежутокъ вро- 

мели, предтествуюний настоящему момепту. Тогда, получивъ 
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отрицательное р®ашене ' уравнен!я (1), именно дез 5, м! 

должны сказать, что отець былъ въ 7 разъ старше сыпа 5 лЪ 

тому назадъ. РА 

Задача 2. Два курьера Фдуть въ направлен!и отъ М къ 1 

(черт. 17); въ каждый часъ одинъ курьеръ профзжаеть 15 верст 

другой 12 верстъ. Перваго замфтили на стапщи А въ 12 часов 
дня, а второго видЪли въ 2 часа того же дня на станщи ВБ 

отстоящей отъ А на 25 верстъ. а мфето, тд оди 

курьеръ догонить другого. 

Изъ условй задачи прямо не видно, ‚ДВ расположено тако 
м$ето: направо отъ В или налЁво отъ этой точки. Предположимъ 

что Взрьеры еошлись направо оть В, въ нёкоторой точкЪ С 

С А ,. В С. 

| поекы ы , 

Черт. 17. _ 

отстолщей отъ В на х верстъ. Первому курьеру. отъ А до 

пришлось профхать 25--х версть, на что ему понадобилос 

ва часовъ. Второму курьеру отъ В до С пришлось прозхат 

 версть, на что ему понадобилось = часовъ. Изъ условй задач 
12 

видно, что число часовъ, въ точеше которыхь первый курьер 
проёхаль отъь „4 до С, большое чиели часовъ, употребхенных 

вторыиъ курьеромъ на прозздъ оть В до 0, па 2; поэтому: 

| 25-52 __& _ о а 
В“ 

Такимъ окажется уравнене въ томъ случа, если курьер 
сошлись, какъ мы предположили, направо отъ В. Посмотрим 

каково будетъ уравнене, если курьеры сошлись въ нфкоторо 
точкВ С,, лежалцей налБво отъ. В, на разстоян!и = верстъ отъ 

Тотда первый курьеръ а проетраветво отъ А до С, 

25 — 
т.-е. 25—д воретъ, въ — = часовъ; ̀ вначитъ, столько часов 

15 _ 

прошло оть момента, когда 1-й курьеръ быль на станщи д 
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До того момента, когда опъ догналь 2-го курьера, е: курьеръ 

профхаль путь оть С; до 1, равный & порстъ, въ часовъ; 
/ \ т 

значить, столько чисогь иропшо огь момепта встрёчи курье- 
ровъ до того момиыти, когда 8-Й прибыль но станцию В. 
по условшю, 1-Й курьеук имфкаль во ети и 4 въ полдень, а 
2-й курьеръ прибыль на отыищю Й п» 3 ча дня (а въ про- 

межуткВ между ытими момонтами Омль ихь ветрча); значить, 
сумма двухь промишь: 

26— | 
15” 946, И ур Час, 

должна состарить рорпо 2 часа: 

25 —& кН у) 

той й 
Легко замфтить, что уравненше (2) можно получить изъ ур. (1), 

если въ послднемъ 2 замнимъ на —. Дфйствительно, такая 

замна даетъ:. 

ое НЙ 25—5 х Мк. 2 о 

15 а ТЕ ан вок 

& это и есть уравнение (2). | р 

ЗамЪтивЪ это, мы можемъ сказать, что уравнене (1) вклю: 

чаетъ въ себф и урависне (2), если только допустимъ, что буквал 

въ ур. (1) можеть означать не только положительное число, нс 

и отрицательное. Тогда уравнене (1) одинаково соотвЪтствуетт 

какъ тому предположеню, что курьеры сошлись направо отъ В, 

такъ и тому, что они сошлись налфво оть В, Какое изъ этихт 

двухъ предположен! иметь въ дфйствительпости м%сто, мы 

увидимъ, рёшивъ Ур. (1): если получимъ положительное рЁше- 

не, то будеть вЪрно первое предположен!е, если отрицательное, 

то будетъ вВрно второе предположение. Рршимъ уравнеюе (1): 

=2; 100 42—51==120; -—2=20; г=-— 20, 



ее $+> — ее ‹' 

Значить, курьеры сошлись налЪво оть В въ точкВ С,, от. 

стоящей оть В на-20 вереть. 

Задача $. Вь двухь кошолькахь было 100 `руб. Вынувт 
изъ одного 1/„, а изъ другото 1/, денегъ, находившихся въ НИХ, 

замфтили, что въ обоихъ кошелькахь вмфстВ осталось 70 руб. 

Сколько было денегь въ каждомь кошелькЪ? 

Въ одномъ кошелькв денегъ я руб.; въ другомъ 100—х руб. 

Когда изъ перваго вынули */+, ого допегъ, то въ немъ оста- 
лось 1/2; когда изъ второго вынули 1/, его денегъ, то въ номе 
осталось 3/, (100 —2); по условию: 

ые-Н (100) =10, 

Ршимъ это уравнене: ., 

32-400 —42==420; откуды == х=520; #=-—90, 

Такъ какъ стоимость денегъ въ кошелькв можетъ быть тольго 
положительной (или нулемъ), то получившееся, ДАЛЬ 

ре означаетъь невозможность вадачи. : 

: „^ ь 
Е 143. Нулевоз р;Ешене. Если въ формул х == с Число Ь 

сдЪлается равнымъ нулю, при чемъ а по будетъ равно вулю, 
0 пи 

то  приметь видъ частнаго „› которос, ио опред$лёнио дВлешл, 

должно равняться вулю.. М дВёствитольно, тогда уравнеше 

ах = не можеть имфть никакого иного порпя, кромё 5 =0, 

такъ какь при $ =:0 оно обращается въ равенство ах==0, ко- 

торое, при а, не равномъ нулю, возможно только, когда д ==0, 

Нулевое ршене вообще даетъ отвЪть на вопроеъ задачи. 

Задача. Отцу 40 `ЛЬтЪ, сыну 10. Черезъ сколько ЛЪТЬ 

отець будетъ въ 4 раза старше сыпа? 

Обозначивъ искомое число буквой =, получпит: 

40-- = (10-- А, 

откуда: З==0, х== ь =. 
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Это рёшене длетъ отяфть на вопросъ задачи: «ВЪ настоящее 
зремя отецъ въ 4 раза старше сына». 

144, Безвноночное р%шенго. Если въ формуль 2= 

число а обратитен иъ пуль, то @ продеталится подь видомъ 

частнаго к если ири итомь число 6 по есть 0, то ддя х нельзя 

получить пикикого чноли (10, 3"), № отомъ случаБ уравнене 
= принимиигь пидь ранеиства 0, ==, которое не удовле- 

творястен никикимь числом, тиюь кыюкь, какое бы число мы 
для & ни инили, ироиниедее 0, @ зеогда равно 0, тогда какъ 

число &, по условию, но рано 0, 
Попвонможиюсть удовлетворить урозионию пикакимь числомъ, 

конечно, овначаеть и невозможность вадачи, изъ условй кото- 
рой рывеодоло это уравнене. 

Однако недостаточно сказать, что задача въ этомъ случаз 
невозможна; можно еще указать одно важное обстоятельство, 

которое мы сейчась объяснимъ. р 

Зададимся вопросомъ: кавя значенАя будетъ получать неиз- 
вЪотное, если станемъ измфнять условя задачи такъ, чтобы 
знаменатель дроби, выведенной для х, не равнялся нулю, а 
только уменьшался по абсолютной величин, приближаясь къ 

нулю? Чтобы отвфтить на этотъ вопросъ, посмотримъ, какъ 
будеть измёняться величина дроби, если абсолютную величину 

ея знаменателя станемъ приближать къ нулю, & числителя 

оставимъ безъ перемены. ` 

‘ 

Положимъ, что въ какой-нибудь дроби, абсолютная величина, 

оваменателя о все меньшя и мевышя значев!я, на- 

прямфръ, так1я: 1/0, Ио» оо И Т. Д. Тогда абсолютная вели- 

чина дроби получаеть тавя значения (если о р обозна- 

чИМЪ ЗСО. ВОИН р): : | 

1 И 

ее = зб. =- = 100; е =; 1000; и т. д. 
10 т т 

Отсюда видно, что если р’ сесть число поетолиное, не равное 

А. Киселоць, Алгебра, 10 
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нулю (хотя бы и очень малое), то абсолютная величина дроби г 

при неограниченномъ уменьшена ея знаменателя, все возра. 

стаетъ и можеть превзойти какое угодно большое число. 

Это свойство дроби обыкновенно выражають такъ: дробь, у 

которой знаменатель равенъ 0, а числитель не равенъ 0, равна 

безконечности. 

Фразу эту нельзя понимать Е, такъ какъ дробь пе. 

рестаеть существовать, когда у нея знаменатель обратится 

БЪ 0; фраза выражаеть только то, что ебли абсолютная вели- 

мина знаменателя дроби уменьшается, приближаясь канъ угодно 

близко къ нулю, а числитель есть постоянное число, не равное нулю, 

то абсолютная величина дроби безпредфльно увеличивается. 

Свойство это письменно выражаютъ такъ: 

. © 

ГД ЗНАВЪ со обозначаеть собою «безконечность». 

- Теперь мы можемъ скавать, что когда въ уравнения ах=6 
коэффищентъ а обращается въ 0, при чемь число 6 не равно 0, 

то уравнене получаетъь «безконечное р®шоше» (со); оно озна- 

чаетъь не только то, что задача невозможна, но вмБстВ съ тёмъ 

и показвываетъ, что, по м8рз приближения к’ь нулю знаменателя 

дроби, выведенной для х, абсолютная пеличинва х овапрехьтьно 

увеличивается. °. 

Зам чаше Ё: ` Если знаменатель, приближаясь къ нулю, 
имфетъ одинаковый знакъ съ числителемъ, то дробь, увеличи- 

ваясь безпред®льно, все время остается положительной; если же 

внаменатель, приближаясь къ нулю, имфеть знакъ, противо- 

положный внаку числителя, то дробь все время отрицательна, 

& абсолютная величина ея увеличивается беапредвльно, Пись- 

менно это выражають такъ: 

=” 
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Зам чаме 2. Ихзь свойства лробя. находимъ также, 
[А 

что ——==0, Т.-6, Фоли абоолютноя величина знаменателя возра. 

стаетъ бозпродфльно, й чиолитель оствотоя постояннымъ, то дробь 

приближастоя нань утодно близио нь нулю, 

Задача. {и диумь окружиоитимь (черт, 18), у которых 
ращусы буть гиг, ы ринтоныю момду циитрами 4, проведена 
общая уи\иинии Киничельияя АЙ, Онрид®дить точку ИОеНен 

касатольной сь дии№Й Цинтронь, 

Обозначимъ черезъ х разстоян!е точки пересвченя до центр: 
ближайшаго круга. Проведя изъ центровъ радусы къ точкамт 
касаня, получимъ ‘два подобныхь прямоугольныхъ треуголь 

ника ОВС и О,ВА, изъ которыхъ имфемъ: | 

д: (а =и:т; пля аг-их; е 

ду 
ид — 7х ==4г; д== . 

п. —” 

Если предположимъ, что разность радусовъ данныхъ круговт 
| . : . `а’ ты 

уменьшается, приближаясь къ нулю, то дробь ие" будетт з — Е — 

безпредёльно увеличиваться, т.-е. точка поросЪченя будетт 

неограниченно удаляться отъ центра ближайшаго круга, и об: 

пая касательная АВ будеть все боле и боле приближаться 

кт, параллельности съ лин!ей центровъ; когда г, едфлается 

уполнЪ равнымъ 7, тогда разность ”,—7 обратится въ нуль в 
дли = получится «безкопечное» значен!е; въ этомъ случа точки 
перосфченя совоБмъ не будетъ, такъ какъ общая касательная 

окижотся ен лиш центроръ. | 

10* 
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145. НеопредЪленное рЪшен!е. Если въ формул! 
й 

т=2> каждое изъ чисель а и 5 сдфлается равнымъ нулю, т 

0 
& представится подъ видомъ чавтнаго -—. Это частное, по опре: 

0 

дъленцо . дЪленя, равняется какому угодно числу 6 86, 29) 

0 
про выражене т Нав. неопредьленкымь. И ДЪйотвительно 

уравнен!е ах 6 въ этомъ случа принимаетъ видъ равенстве: 

9.х=0, которое остается в5рнымъ при всякомъ значенш г. 

ь 0 , 
Итакъ, рёшеше а=‹ служить признакомъ, что уравнений 

и задача неопредвленны, т.-е, допускаютъ безчисленное мно. 
жество рёшен!й. т 

Задача. Отцу 40 лфтъ, сыну 10. Черезъ еколько Ут 

отецъ будеть. на 30 лЪть стафше сына? 

40--2—10-- 24-30; 40- ао а. 

О6Ъ части уравнен!я тождествениы, и поэтому х можеть имЪтЕ 
произвольныя значен1я, т.-е. задача неопредФленна. Рфшая эт 
уравнен!е по общему п]йому, получаем: ` 

: 0 
х—1==40—40; (1—1). 0, 0,5:=0; =. 

145. Натущаяси носпрод Ьленность. Выражение 
о 
б Иногда получается оттого, что числитель и внаменатель дроби 

не сокращены на нЪфкотораго ипожителя, который обращается 

въ нуль при частныхъ зпачешяхъ буквъ. Пусть, напр., мы 
вывели, что н5которая величина у опредфляется въ зависимости 
отъ другой величины х о формулой: 

_ 2—9 24 43 3)(2 —3. 

у: = 2—3. | 

При всякомъ значени 2, не равномь 8, эта формула даете 

для у вполн% опредфленное значеще, равное сумм х--3 (@аке 



А = 
ты #4 

какъ при 2-23 дробг, стоящая въ правой части формулы, со- 
кращается на #— 1). По при х=3 эта формула, принимая 

неопредфленный вид! = р 

леннаго числа, Цимии”“ь, Дания формуль опредфляетъ вели- 
чрну у но для меЙуь чиглениыюь пнаЧенИ 2, а только длЯ 
такихь, которыя Полыио или меньшо 8, Чтобы опред®литЕ 

величипу у и Дан иначеии и, иво къ Дапной формул 

добавить еще иниии нибудь Дополнительное услоше, Каковс 
ото услоше, ито наннеить оФь особенностей того воироса, пра 
рЪшение коераго мы нынели вниту формулу. Плпр., быть з10- 

жеть, ронрось трАузгь, чтобы виличина у опред\лялась такъ: 

но дасотъ для у никакого опред%- 

ия -—> $) ( 

сел ДЗ, 20 у = -- 9, 
8 

ц сели х==3, то у=0 

° (послднее услове и есть дополнительное). 

- Если никакого особато дополнительнато условя не высказано. 

то обыкновенно подразумЪ вается, чтобы и при #=3 (мы гово. 

рийъ о нашемъ прим$рЪ) величина у выражалась тою форму. 

лой, которая получается изъ данной дроби поел ея сокраще. 

ыя на множителя х—3 (эта формула при х=3 даетъ у=6)) 

Если дополнительное услов!е подразум®вается именно такое. 

то въ такомъ случав говорятъ, что полученное выражение с 

представляеть кажущуюся неопреджленность, и за истинное 

значен!е дроби принимаютъ то опредфленное ел значеше, 

которое получается посл сокращеня дроби на ‘иножителя, 

обращающагося въ нуль. Найти такое значен!е значить, какт 

го ь . | р а ; р 

1) Очень часто дополнительное услов!е состоигь въ томъ, чтобы при томъ 

пиёчени х==а, пря которомъ дробь, выражающьл вохичиву у, принниаотъь 

ноопредВленный видъ, эта величина равнязась продфлу, къ которому дробь 

птромится, когда х пеограниченно приближиотся къ а. Вообще говоря, этотъ 

нлохЪлъ и есть то зпачен:с, которое при &=:4 принямаетъ дробь поезВ сокра- 
меня на множителя & — а. "Гакь, въ вашомъ првмёрЁ этотъ предёзъ есть 6. 
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принято гопорить, раскрыть ОТАНЕЫЯ емысль даннаго ыы 
дзленнаго пыражевя. °. и 

147. Результаты изслЪдлованйя. Для ясности выпи- 
шомъ вс результаты, найденные нами при ОН вЪ 

САРОЙ ит Е т а № а 
“ 

Уравнен!е: ах =5: `` ;‚ ‘` формула рышеня: 2=?. . 

ао. , | . а=0 

1) Положительное рёшеше (Биа 4) Ни одного рашеня (рёшенше 
. ь 2 

одинаковыхъ а У безконечное х = = = о). 

2) ааЕОВ о (Биа 5) Безконечное множество р#- 
разныхъ знаковъ). ° { в: [одреетенное рВшеше 

з 

2=0). 3) Нудевое рёшеше (5 =0).’. - | 
|НА Е ЕЕНЕНЕЙ 

‚ 438. Задача о курьерахъ. Въ заключен!е этой статьи 

приведемъ изслБдовав!е задачи о курьерахъ, въ которой вто- 

рично прослдимЪ значеще всЪхъ случаевъ ръшон1я, раземотрн- 

ныхь выше, Эта задача въ численномъ вид была ршена раньше 
(8 142, зад. 2-м). Предположимъ теперь се въ общемъ Вид 

(ем. чертежъ на страп. 142): = 

Два курьера Фдутгь пъ поправлони оть М кь № дин 

курьеръ въ каждый часъ  профежаетъь у верстъ, другой 

верстъ. ПослЪдняго _видфли ла отинИя В спустя № часовъ 

посл того, какъ перваго замфтили па стлии „А, отетоящей 
оть В до @ версть. Опредфлить м7ето, глФ одипъ курьеръ 

дотонитъ другого (буквы у, %,, и 4 суть ариомотитосяя числа), 

Такое м$фсто могло находиться или направо отъ В, или па. 
лЬво оть В (ари чемъ въ посл днемъ случа оно могло лежать 

или межлу Аи В, или налвво отъ 4). Предположимъ первое и 

обозначимъ черезъ х разстояне отъ точки встрфчи С’ до станщи В). 
Курьеру, фдущему со скоростью у версть, пришлось отъ А до С 

4-1. 
профхать 4--х верстъ, на что ему потребовалось часовъ. 
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‚ Курьеру, Бдущому со скоростью +, р: отъ В до С про 

Ъхаль д верстъ, пк что сиу потробовалось > — часовъ. Изъ Условий 

задачи вВиДИй, 9419 

(1) ) ы в 

`Предиолонии» теперь что курыры соптлись въ нфкоторой 

точк® (), явлиицей между Я и Л ий ранстоящи < веретъ отъ В. 

Тогда иериый курьер ог» И до С; профхаль 9—х версть въ 

ия уисонь, второй куръоръ оть С до Л профхаль х верстъь 

тЪ ;. маеоньу инь слон видачи видно, что суммл отихь времемъ 
Й . 

должпи равняться й (ом, объяспощю въ $ 143, вадача 3): 

печи А. (2) 
Наконець, допустимъ, что курьеры сошлись въ точк® С,, 

лежащей налФво отъ В на разотоящи х, превосходящемъ раз. 

стояе АВ, т,-е. число 4. Тогда первый курьеръ отъ С, до А 
- х 

профхаль #— 4 верстъ въ часовъ, а второй отъ С, до В 
ф | 

прозхаль х вер. въ — часовъ; изъ условЙ задачи видно, что 
. | ! 1 ' | аа 
=- должно быть боле —; на й, тие. 

1 ВА | 

В. .(3) 

Сравнивая получивийяся три уравцношя, мы преждо всего 

замфчаемтъ,\ что уравненше (3) одппаково съ уравненемъ (2), 

ТАКЪ КАКЪ его можно преобразовать такимъ образомтъ: 

‘а. ие 4—1 9—2. 
мы ( ) и Е а" —-+ = 
®, К 1 р $ р 

.% * о у “ , . 

а ВЪ этомъ видв оно отличается отъ уравнешя (2) только ‘поряд- 
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комъ слатаемыхъ въ лдЪфрой части. Далфе мы замфчаемъ, что 

изъ уравнения (1) иожно получить уравнен! (2) [слд., и уравне- 

не (3)], если въ немъ зам$нимъ х на —х. Поэтому мы можемъ 
сказать, что уравненше (1) включаеть въ себЪ и уравнен!я` (2) 
и (3), если только допустимъ, что буква х въ этомъ уравнен1и 

можеть быть числомъ и положительнымъ, и отрицательнымъ, 
Если, рьшивъ уравнен!е (1), мы получимъ положительное число, 
то это будеть значить, что курьеры сошлись направо отъ В, 

если же получимъ отрицательное ршене, то это покажетъ намъ, 
что курьеры сошлись налЪво отъ В, при чемъ точка ихъ соедп- 

нен!я окажется лежащей или между Аи В, или налЪво отъ 2, 
смотря по тому, какъ велика абсолютная величина 2: меньше ли 4, 

или больше 4. 

Р$шииъ уравнеще (1): 

Че; ва — их == яз; (в, — в) а ==, — 4%}. 

т Ву, — —_# (й — а) 
9, —9 | "—в 

Разсмотримъ всЪ различные случаи, которые могутъ пред- 

ставиться при раздичныхъ значешяхъ буквъ ь, г, Ви а. 

- 1. Положительное рЬшене будетъ тогда, когда *й >4 и, > 9, 

илн тогда, когла 3 4 ин <е. Оно означаетъ, что курьеры 

сошлись направо озь 1. Что это дЪйствительно, такъ, вадно 

изъ елдующихь соображошЙ. Производет!е уй озвачаетъ про- 

странетво, которое профхалъь порвый куръоръ въ #и часовъ; 
значитъ, оно показываеть па кикое разотонню ототъ курьеръ 
удалился отъ станщи А до того момоита, когда второй курьеръ 

былъ замфченъ въ В. Воли ой >, то изъ этого выводимъ, 

что, когда второй курьеръ быль гь 2, первый уже, прозхалъ 

эту станщю, и такъ какъ при этомъ #, >в, то очевидно, что 

второй курьеръ догонитъ перваго гдЪ-нибудь за станщей В, а 

пе раньше. Точно тажъ же если 11<< 4, то это значить, что 

когда второй курьерь пр!Бхалъ въ ДС, первый еще; не дофхалъ 

до этой станци, и такъ какъ при этомъ ©, «в, то очевидно, 

что первый курворъ догонитъ второго гдъ-нибудь, направо оть 
В, а не раньию. 
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2.’ Отрицательное р+ёшюне будотъ тогда, когда 2% > а, но < 

или же тогда, когдь <, но и, >в, Это рЬшен!е показыва- 
етъ, Что курьеры сошлись палфво отъ станщи В (между Аи 
В, если абсолютиии пеличииа м меныио 9, и налЪво отъ А, 

если абсолютиаи п'личиии м больше @), И д®йствительно, при 

допущенныхь услофижь курьеры доллииы были сойтись налёвс 

отъ В, какъ то видно инь слПлующихь соображени. Если 

=\ > 4, то второй курьерь находидел и» 1 тогда, когда первый 

уже про\хал’ь вту отлищиь и тыюъ как при ум 9, < о, то вто. 

рой курьерь на можеть Догицть вирицго ва саней В, а сошелся 
съ нимъ гд\ нибудь раиыша, може осли #й =, @, то пторой курьерт 
быль в И, когда пориый они по Домжаль До 1, в таКЪ какъ прг 

атомгь ", су п, То очепидио, мо вотр@ча провинила пало оть 77, 

3. Нуловоо рЬшене получится, когда ты 4, ЦО т’; и, 3 

отомЪ случа курьеры сошлись на станщи 2, 

4, Безконечное рёшене получится, если м5 а, ат, =. В1 

этомъ случаВ курьеры не могли догнать одинъ другого, потом) 

что оба они Фдуть съ одинаковой скоростью, а когда второ? 

лзъ нихъ былъ въ В, первый или не дофхалъ до этой стан 

ци, или уже профхаль ее, .. 
Безконечное р5шеве еще означаетъ, что если о неограниченн( 

уриближается къ равенству съ ий то м$5ето Оо безпре: 

дфльно удаляется отъ В. 

5. НеопредЪфленное р ьшене получится, если #й =4 и и = 
Въ этомъ случа каждую точку пути можно считать за точку 
соединен!я, такъ какъ курьеры все время Фдуть вмЪст%; 

другими словами, задача при этихъ предположешяхь становится 
неопредёленной. $. 

2. Система `двухъ уравнен съ дзумя неизвфстными. 

149. ОбщЕя <хзормульь Систему 3-хъ уравневй 1-Й сте. 

пени съ 2 неизьЪетными мы можемъ въ общемъ видЪ изобра: 

зить такъ (8 120); 
ах бу ==с 

ив-Н ус, 
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Ршимъ оту систому одвамъ изъ с1пособопь, укаванныхъ 

рапьши, предиолагая, что ни одинъ изъ 4-хъ кооффищонтовъ 
аа’, | но равонъ нулю. НЫ напр., епособъ сложе- 

шя или вычитаня. . : 

Унпоживъ члены перваго арен на ъ, а члены второго 
на 0, вычтемъ второе уравневе изъ перваго: 

ах -|- у == 66 
— ах — Фу=— 6 с .—.-65 

(а — аъ) = в’ — - 65 7 а = 

‚ ‘Уиноживъ члены перваго а на а’, а второго на а, 
вычтемъ уравнен!я почленно; 

: у 
аа’ -- Бу == а 

— аа’ — ау = са ва— са 

(ба’ — ба) у==са' — са’ = ма’ 

‚ Знаменателой обфихъ формулъ можно сдфлать одинаковыми, 

эсхи оба члена дроби, полученной для у, умножимъ на —1; 
тогда получимъ слфдующя общ]я формулы: . 

си— со | ас’ —а'с 

ай -20’ = аъ’ 

#50. Способъ Е общих «Формулъ, 
Полезно запомнить, какь можио составить формулы для не. 
извфетныхъ, не прибфгаи хождый рать къ ихъ выводу. Знаме. 
натель аб’— а, одипаковый дли обфихь формулъ, составлент 

изъ козффищентовть 

[С ь 
а>< у 

перемножешемъ ихь ‘крестъ-пакресть, при чемъ одно-произ- 
веден!е взято съ -|-, другое съ —. Чиелители формулъ полу: 

чаютел изъ знаменателя зам ного въ немъ коэффищентовъ опре. 

двляемаго неизвфстнато соотв№тотвенно свободными членамр 

сис. Чтобы получить, напр., числителя формулы х, надо въ зна: 

менателв а5’— а«Ъ замфнить иксовы коэффищенты а и а’ ео. 

отвЪтственно наси с’; отъ этого получимъ: сб’ — 65. 
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15. ИзслБдован!е. Разсмотримъь 06060 ‚ слфдующе . 2 

случая: . , 

Г. Общий знаменатель а5’— @5 не равенъ нулю. Въ этомъ елу- 
чав для кождаго попаюфетнаго получается единственное р5ше- 

ше, которое можеть быть положитольпымъ, отрицательнымъ и 

равныхъ пулю. О зиачейи отихь р/иношИЕ здЪсь можеть быть 
сказало то мо самой, что гопориловь при язелздован!и одного 
урапиошя съ однимь нонифетным», : 

ПП. Обии виамонатоль в)’ = #6 рапонъ нулю, 

Докажем, что тогдм 

1°, ели одно ноннифотной прадениюиеток подо пидомъ 5: 

то и другое поивн\етнов придетавляятен подь т\мЪ 20 вядомъ. 

Пусть, напр., =. Для утого пужио, чобы 

„с = сЬ 
а’ = а. 

Перемноживъ эти два равенства крестъ-накрастъ (осли равныя 
помножимъ на равныя, то...}, найдемъ: 

с’аЪ с = аб’; откуда: сБ’а’Ъ — ва =0, или № (#6 — ас) =0. 

Такъ какъ числа фи’, по предположепно, по рАвИм нулю, тс 

посл дчее равенство возможно только тогда, когли @'6 — ас’ == 0; 
0 

но тогда и у=‹- 

0 
„Также если допустимъ, что у = б› т", 06’ т 0’ И 0 = 0, 

то, перемноживъ эти равенства кростъ. пакресть, найдемтъ: 
аб = а’са5', откуда аа’ (65 — 5") =0, Такъ какъ числа виа 
мы предположили не равными 0, то посл®днее равенство даетъ: 

Е . 0 
6 —' =0, а тогда и х = 5" 

”`925. Если одно неизвфетное продставляется `подъ ВИДОМ 

‚ ДБ т-20, то и другое неизвестное представляется подъ 
> 
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ВИДОМЪ © о ‚ тд п. 0, ДЪйствительно, если бы оно приняло ВИДТ 

о 
6 то в первоо ОРТО по доказанному, ло бы тоть ще 

видъЪ, а МЫ предположили, что Тото нЪть. 

г о 0 
РЬшешя: х = би У= д озчачають неопред$ленность задачи 

Льйствительно, умноживъ вс члены перваго уравнен!я на Ь’, 
а члены второго на 6 (то ‘можно сдфлать, такъ. какъ числ’ 

фи’, по предположен!ю, не равны 0), получимъ: 

аб’х —- Ву = 
ах а фу == Г. (“ 

Гели гоп п у == т то «5 = в, г =0'5, тогда два ‘уравно 

шя (4) Е 60бою и: уравнся{е ‘съ 2 неизвЪст. 

ными; а въ этомъ случаЪ неизв%стныя могуть имфть безчислен 

ное множество значев!й ($. 121). 

$ . И и. 
Рфшевл:!' # = о =о означаютъ ноготметность уравне: 

ши. Въ самомъ дЪлЪ, если аб’ =а%6, и с’. сё, то лфвы 

части уравненя (4) имФиотъ одпнаковыя численныя величины 

а правыя—разныя; значить, эти уравнонл посовм ых изадач 
исвозможна.. 

Изъ сказаннатго закллочасмт: систома дпухь уравнений пер. 

вой степени съ 2 неизьзетцыми донускаеть или одно опре 

дфленное рфшен!е, или безчислепиое миожество рёшенй, ил 

ке ни одного ршешя. 
4 

152. Случай, когра нфноторые изъ нозффи 

шентовъ равны мулю. Въ отомь случаф оне садуегь пола 
таться ва обийл формулы, выведенныя для пеизв$стныхь, & должно под 
вергать казкдый случай особому изсафдованио.. Положимъ, напр., что об 
коэффищента при одномъ и томъь же неизвфетномь равны пулю. Пуст 
== 0; т ав’ — 6 =0 ис’ —65=0, и оба формулы дают 

0 0 
“=, =“ С у Иды б› Смотря по тому, будеть ли ас’ не равно или равн 



а’с. Уравнешя же въ этомъ случа дають 

аа -- 0. у = с 

и -- б.у же 

: Г, п’ 

Если аа’ но павно 4'6, ТО в И РИ р и уртацошя невозможны, по 

тому что дли м получнютой днь раздичиых НиАчены можду тьхъ, въ этом 

ь () т д : : 
случай формулы дал иоилиолинхь даты дым, у м 0 Сели же ас’ == а’с 

, 
у ‘ В 

то ви к тодй дай в получается опрюхлониое ро, ву можеть имЪт! 

воовозможный виачиши, хотя обиМя |{юрмулы умы отомь случаВ далоть 

Я = о И ум о | 



ОТДЪЛЪ 1. 

Степени и корни. 
ы 

ГЛАВА 1. 

Основныя свойства возвышеня въ степень. 

153. ОпведБлеве. Произведене 2 одинаковыхъь сонножи. 
телей & наз. и-ою степенью числа с. 

Такъ, произведен!е 2.2.2 (равное 8) есть 3-я степень числа 2 

произведене (— 3)(—— 3) (равное -{ 9) есть 2-я степень числа `— 3 

произведение 1/..1/,.!/,.1/, (равное '/,‹) есть 4 я степень числа 1/,. 
Вторая степень наз, иначе нвадратомъ, & третья — кубомъ, 

Дфйств!е, посредствомъ котораго находится л-ая степеле 

числа а, наз. возвышон1омъ числа « вь н-ую степень 1). 
п-ая степень числа а обозначается такь: а”. Изъ опредфлев!я 

видно, что это выражешо равносильно произведеню я сомно. 
жителей: а.а.а.а.... 

Повторяющся сомножитель (а) наз. основаемъ степени нлг 

возвышаемыиъ числомъ; число (») одпнаковыхь сомножителей 
наз. поназателемь степени. | 

По смыслу опредфлевя видно, что показатель степени ест! 

число цфлов положительное. Впрочемъ, ради обобщеня уелови 

допускаютъ степени съ показателемъ 0, разумВя при этомъ 

что выражоше 4” означаетъ частное а”:а” равное 1). 

1) Такъ какъ это ХЬйств о предотавляоть собою частный случай уивоже 
ы!я, то оно всегдь возможно и всегда однозначно. | ` 

2) Впосаф ств! мы введемь ещо понят! о хробвыхъ и отрицатен, ‚ных 

показателяхъ. 
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154. Правило знаковъ. Мы врядли ($ 31), что произ. 
ведене, въ которое входять отрицательные сомножители, ока: 
вывается положительным въ томъ случа, когда чнело такихт 
сомножителей чотное, и отрицательным'ь 5Ъъ томъ случаЪ, когда 
число ихъ нечотное, Прим?пяи ото сройство къ произведенк 

одинаковых сомпожителей, т, к% степени, мы находимт 
слВдующее ирмило влакойь: 

оть возвышони огрицатольнаго числа вь отопонь съ четным 
показатоломъ получпотоя положительное число, а оъ нечотнымъ пока: 
зателемъь— отрицательное, 

"Такты: (1) ба; (2) (-2)(-2)(-9)=—8, 
ит. п, | 

155. Возвышеню въ отепонь производеня, 
частнаго и стемени,. Эм розуышен!е выполняется. со. 

гласно слвдующимъ тремъ теоремамъ. 

Теорема #, Чтобы возвысить въ степень произведене, доста. 
точно возвысить въ эту степень каждаго сомножителя отдёльно, | 

Пусть требуется найти (а0е)*, т.-е. требуется возвысить про. 

изведен!е ас въ квадратъ. Это значить, что требуется аде умно: 

жить на афе. Такъ’ какь произведен!е абс есть одночленъ, а пре 

умноженш одночаеновъ п показатели одинаковыхъ В склады: 

ваются, то 

(афс) == (ав) (абс) = ай + ФА а — ася, ^ 
Вообще: ие 

(афс)" = (а). ее ай+1+.. оо ео", 

Теорема 2. Чтобы возвысить степень въ степень, а 

перемнощить показателей этихъ степеней. 

_ Пусть, напр., требуется возвысить а въ кубь, т.е. требуется ‚ Цуеть, р., требу убь, ребу 
найти произведеше 4*.?.а?, При умножон!и показатели одина. 
ковыхъ буквъ складываются; поэтому: | 

(4?) == 97.41.21. == а с 00—04, 
Вообще: (а”)”" = а”‘а”а”. „= ат" + ве — а", 

Тесрема 3. Чтобы возвысить въ отепень дробь, достаточне 
% 

возвылить въ эту степень отдфльно числителя и знаменателя, 
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ДЪйствительно, согласно правилу умноженя дробой: 

(: "в аа _ ааа... _ “а 

п  55.. БЫ 

156. Зам чаве. Легко убЪфдиться, что и: эти пря. 

мфнимы и къ нулевому показателю. Тахъ: 

(а66)° == а1%' = 1.1.1=1; (а =а’ о 

`157. Возвышене въ степень одкочленсвЪ. 

Пуеть требуется возвысить одночленъ -——3а753%% въ я-ую степень 

Примфняя теорему 1-ю, а затБмъ 2-0, получимъ: . 
у 

(— За25 с) == (— 3) (а?)" (6) с" == (— За? то». . ^ 

Правило. Чтобы возвысить Въ степень одночленъ, достаточни 

возвысить въ эту степень его коэффишенть и показателей буква 

умножить на показателя степени. 

Примърые 

1) (— 222932) —= — 826%"; 2) (— 340*с*)4 == 31а $81; 

к = аег ) — браття = боще —— баеае 

ии 

ГЛАВА ИП. 

Возвышене въ квадрать многочленовъ. 

158. Теорема. Квадрать многочлена равенъ: квадрат\ 
1-го члена -|-- удвоенное произведенше 1-го члена на 2-й -|- нвад 

рать 2-го члена -|- удвоенное произведеше суммы перзвыхъ двухл 

членовь на Зй -- квадрать 3-го члена -|- удзоенное произведенй 

суммы первыхъ трехъ членовъ на 4-й -- нвадратъ 4-го члена ит. д. 

т.е. (аьфсеа-.- И Вы 
-- пар ь- са-- #-[.. р 

Док. Возвысимъ сначала въ квадратъ двучленъ а-++ ь: 

ав 36 НИ. 



бы. 

Теперь приложимъ къ сумм а-|-6 трей члень с и воввы- 

сямъ въ квадратъ трехчленъ а-|-6-|-‹, разсматривая его, как 
Е въ которомъ первый члейъ есть а--5, а второй члент с: 

(@-+Ъ =) (а -] №) -|. (== («4 5% Жа-Н Бе -- с*. 

Замвиивь рь утом% пыцижещи (а--0)% чоровъ а?-- 246 -- 6? 
получимь! 

(рб | би. аб ее ° 

Прилокиюь вить Чогоргый члошь 4 и принявъ сумму 
а--5--с № одночлемь, иолучимъ, подобно предыдущему: 

(ао е-| 14) (| В | п) (ао ея ан еа-- 
Не | | а Ве 01-2404 ба, 

Продолжан такимь обумом'ь прикладывать ио одному члену, 

вамЪгимъ, что съ каждымт прибавлошемъ одного поваго члона 
въ квадратВ многочлена прибавляются два члона: 1) удвоение 

произведене суммы вехь прежнихъ членовъ на новый члент 
и2) квадратъ этого новаго члена; значить, доказываемая теорем: 

прим%нима къ многочленамъ съ какииъ угодно числомъ членовъ, 

‚ 59. Другое выражене для нвардрата, глного. 

члена. Раскрывъ скобки въ правой части выведеннаго нами 

равенства и измфнивЪъ порядокъ членовъ, получим?: 

(а--Ъ-не-- 9) = а"? -|- с? 41 -|- а -- 2ае-|- 2аа-- 
- 2%е-- 264-—№ а, ‘ 

что можно высказать такъ: квадратъ многочлена равенъ суим? 
квадратовъ всфхъ его членовъ и удвоенныхъ произведен! пер. 

ваго члена на второй, перваго члена на третШ, перваго члена 

на четвертый и т. д.; зат мъ второго члена на тротйй, второго 

члена на четвертый и т. д.; затБмъ ПЕ члена на четвер. 

тый и т. д. Короче сказать: 

’ нвадратъ многочлена равенъ алгебраической суни. квадратовъ его 

членовъ и всфхъ удвоенныхъь произведен й, ноторыя можно соста. 
вить, умномая намдый членъ многочлена на намдый членъ изъ а: 

которые слфдують за нимъ, : 

160. Зам чан:е о знакадть, Миогочлень а-Нь-е... 
предетавляеть собою алгебраическу сумму, т.-е. члены его 

А. Циеслевт. Алгебха. 
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могуть быть числами положительными, отрицательными и ну. 
лемъ. Полезно замЪтить, что посл возвышеня многочлена вт 
квадрать со знакомъ -|-- окажутся, во-1-хъ,; квадраты всфхт 
членовъ, и, во-2-ть, тв удвоенныя произведен!я, которыя про- 

изошли отъ умножен!я членовъ сЪ одинаковыми знаками; с 

внакомъ же’-— окажутся тЪ удвоенныя произведен!я, которых 
произошли отъ умноженя членовъ съ разными знаками. Напр.: 

(32—95-- 1) (327) (24) 19— 2(347)(22)--2(347).1-—2(22)1= 
=921-1-421-|-1—1258-- 61 —41=92%—122'--1048—4%-1, 

` 

ГЛАВА Ш. 

Основныя свойства извлеченя корня. 

#61. Опред Елене. Корнемъ 2-ой степени изъ числа © наз, 

такое число, 72-ая степень котораго равна @. 
. Такъ, корень 2-Й степени изъ -- 49 есть -|- 7, а также и —7, 

потому что (-- 7) ==--49 и (—7)' =--49; корень 3-Й степени 
изЪ — 125 есть —5, потому что (—5)'==—125; корень я-й сте- 

пени изъ числа 0 есть 0, потому что 0" =0. 
ЗамЪтимЪъ, что вмфото «коронь и-0й степени» говорять иногда 

короче: «и-ый корень», 
„Число я, означающее, кикой стопени извлекается корень, 

наз. показателемъ корня; число по мы будомъ всегда предпола 
тать уелымз и положительнимв. 

° Корень обозначается звихомь у’ (зпавкь радикала) 1); Под 

горизонтальной чертой сго пишуть число, изъ котораго ко: 
рень отыскивается, а надъ. отверстемъ угла ставятъ показа. 

теля корня; такъ, выражен!е 7 57 овначаетъ корень третьей 

х 

1) Знакъ И проязошель, но всеф вфроятности, изъ точки, которую вт 
15 столвт!и н8которые авторы ставахи передф числомъ, изъ котораго над 
извлечь корень. Въ начал 16-го столёия точку удаинили въ черту. Вл 

17-мъ стола окопчательно взошло въ ие теперешисе обозначен! 

корня. 
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степени изъ 27. Показателя корня второй степеви принят 

опускать; напр., У16 замбняетъ обозначен!е И 16. 
Корень второй стонони паз. иначе нвадратнымъ, а корене 

третьей степени—нубичнымъ, - . 

Число, стоящее подъ инакомь радикала, наз, пподкоренныкт 

числомъ. 
ДЪЬйств1о, посредетвомь котирмо отмекивается корень дан: 

ной степени, наз. извлеченемь корни; иго ДУЁство, какъ виднс 
изъ опредлен!я, обратно повышено ль стеноць *). 

°Изъ опред®лешя корня слФлумим 

(Иа = а, (Уа«у= а, и (Иа) = [2 

Ий=а, Им =а ....... У®=а, 

т.-е. возвышеше въ степень и извлечене корня (той же сте. 

пени) суть дЪйствя, взаимно уничтожающуяся. 

162. Ариеметичеснй норень. Условиися называте 
корень ариеметическимъ въ томъ случав, когда онъ извле- 
кается изъ положительнаго числа и самъ предетавляетъ собою 
положительное ‘число.`Такимъ образомъ, корень изъ бтрица- 

тельнаго числа (напр., корень кубичный изъ —125) мы ие 

будемъ называть ариеметическииъ; равныме образом: мы не бу. 
демз называть ариеметическимз отрицательное значен!е корня 

изъ положительнато числа (напр., отрицательное значен!е квад: 
ратлаго корня изъ -| 49). 

Такъ какъ положительныя числа мы не различаемь отъ арие- 

мотическихь, то можно также сказать, что арномотичесвай ко- 
рень ость корень изъ ариемстическаго числа, выраженный тоже 

ириеметическимьъ числомъ. | 

163. НЕкоторыя свойства эриометическаго 
корня. Укажемь слЗдуюпйя 3 свойства ариеметическаго 

кория: 

и 

\) Дуйоть0 ото, какъ увидаьъ ниже (6 105, Г\), не всегда возможно; кром% 
того ино по однозначно (см., напр., 8 2.0), 
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Т. Если цфлое число М не есть а-ая степень нинаного цфлаге 
я 

числа, то „М не можеть быть выраженъ ни цфлымъ, ни дробнымт 

числомъ, : , 

НапримЪръ, число 5 не есть квадратъ никакого ифлаго числа: 

тогда У5 не можеть быть выраженъ ни цфлымъ, ни дробнымт 

чиеломъ. Докажемъ это свойство въ общемъ видф. 

Если число М не есть т-ая степень никакого цфлаго числа, 
3 

то это значитъ, что /М не равенъ никакому цфлому числу. 

Докажемъ, что онъ при этомъ не можеть равняться и никакой 

дроби. Предположимъ противное, т,-е. допустямъ, что суще: 

ствуетъ нфкоторая дробь, т-ая степень которой равна №; пусть 

: а . 
эта дробь, по сокращеви ея, сеть $’ Тогда, согласно правилу 

возвышен1я въ стенень Дроби, будомъ выть: 

т т у- ("Е 
Это равенство позможио только тогда, когда @" длится без 

остатка на И", для чего необходимо, чтобы: вс$ простые множи- 

тели степени 0” входили въ число простыхъ множителей сте. 
пени а”. Но простые множители степени 6” суть тф, которые 

входятъ въ составь оспомийл в (только повторенные ж разъ); 

то жо самое можно сказать о стенони а”; числ жеано не о 

общихъ множителей (такъ какъ оъ протипномъ случа. дробь й 

могла бы сократиться). Зпачить, паиисавиое выше равенстве 

невозможно, и потому нельзя допустить, чтобы ИеОтОВН 

дробь, т-ая степень которой равна числу №, 

ПП. Если числитель или знаменатель ариемётичесной несонратиной 
т 

дроби $ не ссть 270-ая степень никакого цфлаго числа, то у* ке 

можетъ быть выращенъ ни цфлымъ, ни дробнымъ числомъ, 

Напр., въ песократимой дроби %/, числитель не есть клад. 
ый : /5 

ратъ никакого цфлаго чпела; въ такомъ случа» у Не можетт 
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равпяться ни цфлому, ни дробному числу; въ несократимь. 
дроби */, знаменатель не есть кубъ никакого цфлаго чиел: 

° /5 бы 
ВЪ такомъ случа у Но можотъ рарнятьея ни целому, н 

дробному числу, Докюкемъ иго спойство въ общемъ видф. 

Корепь изъ дроби по можить рапниться дЪлому числу, так 

какъ всякое цфлой число, воличивииое ръ стопень, даетъ цфло 
число, & по дробь, 

Предполокимь таперь, что и: равняется  нЪфкоторо 

дроби, котораи, ио и ол, пусть будетъ 2]. Тогда 

= р ча р" 

Е 1 т 

Это равонство возможно только тогда, ., когда а-=р”и6=9 

но этого быть не можетъ согласно условю. Значитъ, нельз 

допустить, чтобы разсматриваемый корень равнялся какой 

нибудь дроби. 

„ Ш. Ариеметичесий порень данной. ‚степени изъ даниаго числ 

можеть быть только ОДИН 
4 о ” г й . г: 1 к 

Напр, уз равонь 5 и только одному этому числу; 9 

равенъ 3 и не можеть ВАВНТЕЕН никакому иному числу. 

‹ Дайствительно, допустимъ, что ИМ можеть равняться двум 

различнымъ арномстическимъ числамъ а и 6; тогда было бы 

что а" =Ми 6" = Ми, сл8д., а" =5". Но это равенство не 

возможно, такъ какъ если, напр., а>>6, то аа >, потому чт 

множимое и множитель въ первомъ изъ этихъ произведен! 

больше соотвЪтетвенно множимато и множителя во втором 

‚ произведена, а съ увеличеемъ множимаго и съ увеличенем 

множителя произведен!е уротизавиется *); по той же причин: 
Е ь & т й м 

‚ 1) Въ курс арвометаки зоказывается, что двф несократимыя дробя рав 

аругъ другу тольно тогда, ногда у нихъ равны числители н разны знаменател 

(см., напр., А. Киселевъ, Систематаческ хурсъ ариеметики, $ 156, сабдетв!я, 

3) Это своНетво отноентся также и къ произведешю ярращональныхь чи 
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ааа > и вообще а”`>Ъ". Значить, если а5=$, то, а” пе 
ы 5; 

можеть равняться 5” и потому нельзя допустить, чтобы УХ 

имЪлъ 2 различныя ариеметичесвя значен!я. | 

#164. Алгебраическй норень. Мы будемъ называть 

выражен!е $/а алгебраическимъ корнемъ 2-ой степени изъ числа 
а въ томъ случа, когда не требуется непремЪнно, чтобы под- 
коренное число а было положительнымъ и чтобы изъ вовхь 

возможныхь значен!й самаго пор бралось только одно подо- 

жительное, 
Извлечен!е алгебранческаго корвя, какъ мы сейчасъ уводит. 

приводится къ нахожденно ариеметическаго корня. | 

155. ИЪБноторыя свойства алгебраическагс 
- норня. Укажемъ сл$дующя 4 свойства такого корня. 

Т. Корень нечетной степени изъ положительнаго числа (если онъ 
существуеть) есть положительное число, абсолютная величина кото- 

раго равна ариеметическому корню той же степени изъ абсолютной 
величины подкоренного числа. ‹ * 

.Такъ, У--8, если такой корень существуеть, долженъ быть 
числомъ положительнымъ, такъ какъ отрицательное число, 
возвышенное въ нечетную степень, даетъ отрицательное число; 
абсолютная величина этого корня должна равняться ариемс- 

тическому УЗ, т,-е, числу 2, такъ кэакъ только при этой вели- 

чинЪ поел возвышешя въ 3-ю степень получимъ число 8. 

ПП. Корень нечетной стелени изъ отрицательнаго числа (если онъ 
сулествуетъ) есть отрицательное число, абсолютная величина ното- 
раго равна ариеметическому корню той же степени изъ абсолютной 
величины подкоренного числа. 

Такъ, и 8, если такой корень существуеть, долженъ быть 

числомъ отрицательнымъ, такъ какъ всякое положительное 
число, возвышенное въ какую бы то ни было степень, даете 

:\ 
.з 

2 : 

сехъ; поэтому положительное значене ум можеть быть только одно м вт 

томъ случа, когдь оно есть число ирращональное. : 
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положительное число, & не отрицательное; абсолютная пали. 

чина этого корня должна равняться ариеметическому ИЗ теь 
числу 2, такъ какъ только при этой величинЪ посл возим. 
шен!я въ 8-ю степень получимъ число 8. 

11. Корень четной степони изъ полонительнаго числа (сели {0:6 
существуетъ) имфеть два значеня съ противоположными знанами. 
абсолютная величина каждаго изъ этихъ значенй равна ариемети. 
чесному корню той же степени изъ абсолютной величины поднорен. 
ного числа. . 

Такъ, У =-42и рые, потому что (-- 2) =--4 

и (—2)*==--4; пикакому третьему числу И1 --4 равняться не 

можеть; точно такъ же И Е 81 = --3 и И --81 = — 3, потому 
что обЪ степени (-- 8)‘ и (—3)* равны --81, тогда какъ ни. 

какое третье число, возвышенное въ 4-ю степень, не можетъ 
дать - 81. 

Двойное значене корня обозначается обыкновенно : посталоп- 

кою двухь знаковъ -- передъ абсолютной величиной кори; 

такъ; пишуть: /-2 81 ==2=3, или проще, У81 ====$. 

ТУ. Корень четной степени изъ отрицательнаго числа но можеть 
равняться нинакому—ни положительному, ни отрицатольночу - числу, 
потому что веякое число, какъ положительное, такь и отрида- 

тельное, возвышенное въ четную степень, даетъ пололитольнцое 

число, а не отрицательное. Напр., У— 9 не можеть фавшиться 

ни --8, ни —3 и никакому иному числу. 

Корень четной степеви изъ отрицатольпаго чиела принято 

называть мнимымъ числомъ въ противоположпоеть такимъ чис- 

ламъ, алгобраическ!я числа, которыя мм до сего времени раз- 

сматривали, называются вещественныии пли дъИствительными 

числами. 
' 

! 

#85. Извлечене норня изъ произведен:я, изъ 

степени и изъ дроби. Замтимь, что въ теоремахъ этого 
параграфа предполагается, что лс\№ подкоренныя числа взяты 

такими, что изъ нихъ коронь инилокцетел; кром того, корка 
разумфются ариеметическе, 
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Тесрема №, Чтобы извлечь корень изъ произведеня, достаточно 

извлечь его изъ наждаго сомножителя отдфльно. 
} у » т п | 

Требуется доказать, что: /абс = Иа УФ ус. Для этого воз- 
высимъ правую часть предполагаемаго. равенства въ я-ую сте- 

пень, для чего достаточно примЪнить теорему 1-ю $155 («что- 

бы возвысить въ степень ЕАО достаточно...»):. 

(Изиз из) =(и2) “(уу (7: 

Но, согласно опредфлен!ю: (из) = “, (5 о =би (из у = 

| оо я 

Значить: | (Из Изи с) == абс. 

я % я 

Если же и-ая степень произведешя Иаи би с равна абс, то 
это значить, что оно петь собою я-ый корень изъ аб. 

ПримЪръ. 512 =. 64 =1И8. а 

Теорема 2. Чтобы извлечь норонь изъ степени, показатель 
которой дЪлится безъ остатка на поназателя норня, достаточно раз- 
дфлить показателя степени на поназателя корня. | 

Такъ, У =0*, потому что (а) =а°. Докажемъ это въ 
общемъ видф, - Г” 

{ * ой | 
Пусть въ выражеши и д" црлое число т.дфлится на пифлое 

число п безъ остатка; тогда, назвавъ частное отъ дфленя т 

на п буквою р, можемъ положить, что т ==ир. Товоуетоя До- 

казать, что; . 

внут и 
Для этого возвысимь число а? вЪ и-ую степень, для чего 

достаточно примфнить теорему 2-10 $155 («чтобы ВоЗВыстЬ 
степень въ другую степень, достаточно... »): 

(аР)" = а" ==а". 
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Если же и-ая степень числа а? равна с а", то это значат, 
что а’ = уг. 

Примбръ. 1/04 И: 21.54, 

Теорема $. Чтобы изилочь норонь изъ дроби, достаточни 
извлечь его изъ числитоля и эмамонатоля А 

ии 

у 
правую часть этого продиолагаемиаго рапенстля пъ и-ю степень 
для чего достаточио примфиить тоорому лю 8155 («чтобы воз. 

высать шь степень дробь, достаточно, ,.»): 

п 
Требуется Доказать, что у, но ‚ Дли этого возвысимт 

из) (И). 
| на 77 ф. 

иё/ (и 
Значитъ, предполагаемое рав Нот Во вЪрно. 

/_ УЗ. 
16 716 _ ы. 

Прим р. 

167. Извлечене корня изъ одночленовть. Пусти 

требуется извлечь корень 3-Й степени ‘изъ одпочлена 890 “с. 

ПраимЪнимъ О 1-ю, а затёмЪ 2-ю: 

Твен — У5 узувуя- = рати, 

Пвавило. Чтобы извлечь корень изъ одночлена, достаточн 

извлечь его изъ ноэффишента и раздфлить повазателей буквъ на 

показателя корня, если это дёлене возмомно наицфло: * 

’ 168. НЪиотовьзя преобразован я радинала. До- 
казанныя выше теоремы позволяютъ, между пров ДЪаалЕ 
слфдующя преобразован радикала: 

“ 15. Вынесене множителей за знань радикала. Когда показатели 

вофхь или‘ нфкоторыхъ буквъ въ подкоренномъ выражени 
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больше показателя корня, но не дфтятся на него безъ остатка, 

тогда можно разложить подкоренное выражен!е на иножителей 
и извлечь корень изъ тфхъь множителей, изъ которыхь этс 
возможно. . ох 

Прим ры. 1) ТИ УВУЕ ав 
2) И = Пати -=у/аз. Ув=а а. 

3) Из = ув = у) В а д, 

4) У24ай = ул. 6х == За убх. 

2°. Подведене множителей подъ знанъ радикала. Иногда бываетт 

полезно, наоборотъ, подвести подъ знакъ радикала множите. 

лей, стоящихь передъ нимъ; для этого надо возвысить ихъь вт 

степень, показатель которой равенъ показателю радикала, и 
написать множителями подъ радикаломъ, 

Примфры. 1) Из =у(@5 =Има=уг. 

2) За?уу/зу = У аЗу) ву == УЗтлут. 

- 39, Освобождене подкоренного выраженя отъ знаменателей. По. 

кажемъ, какъ можно это выполнить, на слВдующихъ при. 
м%рахъ: 

Е] | 
1) у ба" СдБлаемъ знаменатоля квадратомъ. Для этог‹ 

уиножимъ его на 2, на аи на х, т,-е, на 2ах. Чтобы дробь не 

измфнила своей величины, умножимъ и числителя на Зал: 

8 __ (бе —_И 65 аа паубт 
} За“ доза — У Задай °97. 

ое”. 5] 
: 1 5 ' 

“> И“ — а. Сначала приведемь всф члены много. 

члена къ одинаковому знаменателю: 

у м-р Е - Е 
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Теперь сдфлаемъ знаменателя кубомъ, а оба члош 

дроби на 2х: . 

(вия — 80) _ ие _ 
Вий Ия = 

ви бек [2 — 40% ны = Ива -Е2дя — 40. 

ГЛАВА ту, 

Извлечение ариеметическаго квадратнаго т 

1. Извлечен!е квадратнаго корня изъ наибольшаго цдагс 
квадрата, заключающагося въ данномъ цфломъ числф. 

#59. Предварительное зам Бчане. Если станемт 

возвышать въ квадратъ числа натуральнаго ряда: 1,2, 3, 4... 

то получимъ безконечный рядъ возрастающихъ квадратовъ: 

1, 4,9, 16, 55, 36, 49, 64, 81, 100...’ 

Очевидно, что всякое цфлое число, не находящееся въ этомт 
ряду (напр., 40), не можеть быть квадратомъ цфлаго числа, 

въ такомъ случаЪ, какъ мы видфли ($8 163, Г), оно не можотъ быте 

и квадратомъ дроби. Значитъ, изъ такого числа нельзя извлече 

квадратнаго кория. Но мы условимся, что если требуется извлече 

квадратный корень изъ какого-нибудь дЪлаго числа, то это 

надо понимать въ томъ смыелЪ, что требустея извлечь квад- 

ратный корень или изъ самаго этого числа (если оно окажется 

квадратомъ), или же изъ наибольшаго ивадрата ао числа, 
какой заключается въ данномъ числЗ. 

170. Свойство числа десятковъ корня, — Когда 

данное чиело болфе 100, то квадратный корень изъ него боле 

(или равенъ) 10 и, слФд., состоитъ изъ двухъ или болЁе цифръ. 

Сколько бы цифръ въ немъ ин было, мы условимся разсматри- 
вать его, какъ сумму только десятковъ и единиць; если, напр., 
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корень будетъ число 358, то мы оудонь его ПреОталТЬ ТЫ! 

35 десятковъ -- 8 ед. 

Пусть требуется извлечь кв. корень изъ какого- нибудь ИСИ, 

ббльшаго 100, напр., изъ числа 4082. Обозначимъ число ди. 

слтковь корня черевь х (все равно, будетъ ли оно однозцич. 

ное или многозначное), а число его едипицъ черезъ у. Такь 
какъ въ каждомъ десяткБ содержится 10 ед., то искомый ко. 

рень выразится 10%-|-у. Квадратъ этой суммы долженъ быте 

наибольшимъ квадратомъ пфлаго числа, заключающимся въ 4032; 

въ этомъ числ можеть быть еще н®который избытокъ надт 

наибольшимъ квадратомъ, который назовемъ остатномъ отт 

извлеченя корня; поэтому можемъ написать уравнен!е: 

4082 = (10%-- у) -Ё ост. = 1004 2210 + у*-|- ост, 

Чтобы найти неизвфстное х, опред®лимъ, сколько сотент 

заключастсл въ лфвой части уравнен1я п сколько ихъ въ пра. 

вой части. Въ лЬвой части сотенъ заклточается 40. Въ первомт 

членф (1007) правой части сотенъ, очевидно, заключается 27; 

ръ сумы остальныгъ трехъ членовъ правой частя сотни могутт 

быть, по мотутъь и не быть (что зависить отъ величины чиседт 

жнуи остатка оть извлечен!я) 1); впачить, въ правой части 

уравненя возхъ сотенъ будетъ или 2, пли больше а“. Такт 

какъ число сотенъ въ лфоой части уравнешя должно равняться 

числу сотенъ въ правой, то 

4027 и, сл\щ.: #1 < 40. 

Изъ этого сафдуетъ, что 2? есть такой квадратъ (цфлаг 

числа), который содержится въ 40; но такихь квадратовъ ест 

нфеколько, а именно: 36, 25, 16 и т. д. Докажемъ, что за д? над 

привять наибольш!Ий изъ этихъ квадратовъ, т.-е. 36. ДЪйстви. 

тельно, если бы мы взяли 38 х°, положимъ, 25, то искомый 

корень содержалъь бы въ себ 5 десятковъ съ нЪсколькнмр 

единицами; но число, состоящее изъ 5 десятковъ съ н%еколь. 

1) Если, паир., допустамь, что х=6, у==8, то уже одныъ чдонъ Эху.10 

равный тотды числу 960, будеть содержать въ себ 9 сотент; если же при 
`мемъ, что х=1, у=2, то тогда въ сумм$ двухъ членовъ 2ху. 10 {- \1, рав 

ной 44, не будетъ сохоржаться ни одной естни. ' 
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кими одиницами (хотл бы отихъ единицъь было, и 9), меньше 

6 десятков (10-5 60); мижду томъ квадрать 6 десятковъ соста- 

вляоть тольдо 10 сотни (10%: 1000), что меньше 4082, а такт 

какъ мы ищемь киидримиый коропь изь наибольшаго 

кладратА цфлим чиели, Какой только ипключаотся въ 4082, тс 

ив можем пнить дли кория № Дипитковь съ единицами, когда 

Н | диинтновь окмичнАетех це миого, Пели же ва 2? надо ввятЕ 

чисто ОИ, о и ИН 6, Таким обрапомь!: 
число деснтновь исномаго корня разно ниадратному корню изъ 

наибольшаго цфлаго нвадрата, занлючающегоей въ числЪ сотенъ 

даннаго числа, 
Когда данное число, какъ взятое нами, мевфе 10000, тогда 

число сотенъ въ немъ менфе 100; въ этомъ случаЪ десятки корня 

прямо находятся по таблиц умножения. 

ГИ. Свойство числа единицъ норня. Положимъ, 
что мы нашли десятки корня; тогда мы можемъ вычислите 
квадратъ десятковъ, т.-е. членъ 10057; для нашего прим Вр: 

1==6 и потому 100% составитъ 3600. Вычтемъ это число ивъ 4052 

4082 Для этого достаточно изъ 40 сотенъ вычесть 36 со: 

36 ‚тенъ и къ остатку снести цыфру 8 и 2. Полу. 

—482 чившееся число 482 назовемъ первымъ остатномъ, 

Въ немъ заключаются: удвоенное произведене десятковъ корня 

на его единицы, квадрать единицъ и остатокъ оть извлеченя, 

если онЪ есть, т.-е, 
482 = 2510 -{- у*-| ост. 

Чтобы найти 9, опредфлимъ, сколько десятковъ заключается 

вЪ каждой части этого уравнешя. Въ лЪвой части ихъ 48, а Вт 

правой 2ту или больше (если въ сумм у * ост. окажутся де. 

сятки) '); поэтому: 
48 

Ваау сад. а и поэтому <>. 

Такимъ образомъ: чиело единиць корня или равно цфлому част. 

ному оть дБленя числа десятноеъ перваго остатка на удвоенное 

число десятновъ корня, или меньше этого частнаго. 

Пользуясь этимъ свойствомъ, мы можемъ найти единицы 

1) Ч.0, ниир., будотъ при у>3. 



— 114 — 

корпя, если ето десятки уже найдены. Такъ, въ нашемъ при- 

м$р, подотавивъ на м$сто х найденное прежде число 6, най- 

демъ, что у<4. Отсюда слёдуетъ, что у равенъ или 4, или 3, 

или 2, или 1, или 0. Здесь мы не можемъ утверждать заран%е, 
что у равняется изибольшему изъ этигь чиселъ; это иногда 
бываетъ, а иногда и нВтъ. Чтобы узнать окончательно, какому 
изъ этихъ чисель равняется у, станемъ испытывать эти цифры, 
начиная съ большей, т.-е, съ 4. Для этого вычислимъ сумму 

22110 -- у? и сравнимъ полученное число съ 482; если эта сумма 
даель число, большее 482, то испытуемая дифра‘не годится; 

тогда подвергнемъ испытан!ю слЗдующую меньшую цифру. 

Вычислить сумму 25410 -|- у? всего проще можно такъ:` 

2510--у"=(2х.10--у)у=(2.6.10--4)4 =(120--4)4=124.4==496, 

т.-е., чтобы получить сумму удвоеннаго произведеня десятковъ на 
единицы и квадрата единицъ, слЪдуетъ къ удвоенному числу десят- 

новъ (къ 12) приписать справа цифру единиць (4) и на эту не 
цифру умножить получившееся число. 

Такъ какъ 496`> 482, то цифра 4 не тодатея; надо `Испытате 

цыфру 3 подобнымъ же способомъ: 123.3 =369. Такъ какь 

369 < 482, то цифра 3 годится. Иекомый корень есть 6$3. 

Вычтя 369 изъ 482, получимъ окончательный остатокъ отт 

извлечен1я корня: 482 — 369 =113, такь что можемъ написать: 

4082 —= 683-113. 

172. Извлечене квадратнаго норня, состоя: 

шлаго изъ одной или изъ двухъ цифру. Если данное 

число меньше 100, то квадратный корень изъ него выражзется 

одною цифрою, и тогда его логко найти по таблицф умножевя. 

Если же данное число, напр., 4032, боле 100, но менЪе 10000, 

то квадратный корень изъ него выражается 2 цифрами, Соглаенс 

сказанному въ предыдущихь параграфахь, цифры эти _веегс 

удобные находить сдфдующимъ образомъ: 

У 40'82 =63  Огдфливъ въ подкоренномъ чиель сотни, ив 

36 влекають квадр. корень изъ наибольшаго цфлал‹ 

12314872 квадрата, заключающагося въ числф ихъ; най: 
3136 9 донное число (6) пяшуть въ корнё на мЪст1 

п 3 десятковъ. Вычитаютъ крадратъ десятковъ кори; 
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(36) изъ сотенъ даннаго числа и къ остатку отъ сотенъ сносять 

дв остальныя дифры, Падпо отъ остатка проводятъ вертикаль- 

вую чорту, ва которую пишуть удпоснное число десятковь 
коряя (12), Отд\лиюь въ оотатк® дооятки, ДФлять число игь (48) 

на удновнцое чиоло Доонткомь кория (па 12), т.-е. на число, 

поставленное раньию палЛию оть портикальной черты. ПЪлое 

циело, получиниоееся оть итого дтлеиа (число 4), подвергаюте 

ионытАнИо, Для етого прицисыпнають ого справа къ удвоенному 
числу Досятковъ (за вертикальной чиртой) и на него же умно- 

жаютъ получившееся отъ этого число (124 умпожмлотъ на 4). 

Если произведене окажется больше остатка (какь въ нашемт 

прим$рЪ), то испытуемая цифра не годится; тогда подвергаютт 

испытанию слфдующую меньшую цифру (123 уиножаютъ ва 3). 

Получивъ произведеше, не большее остатка, подписывають ег 

подъ остаткомъ [и вычитають, а испытуемую цифру пишутт 

въ корнз на м$стВ единицъ. 

173. Извлечене нвадратнаго корня, . состоя. 
щаго изъ трехъ или боле цичртъ. Пусть требуется 

извлечь квадратный корень изъ какого-нибудь числа, боль. 

шаго 10000, напр., изъ 35782. Квадратный корень изъ таког‹ 

числа болфе (или равенъ) 100 и потому соетоитъ изъ трехъ иле 

бол5е цифръ. Изъь сколькигъь бы пдифръь онъ ни состоялъ, будемт 

ето разсматривать, какъ состояшИЙ только изъ двухь частей 

изъ десятковъ и изъ единипъ, и воспользуемся доказанныме 

выше свойствами числа десятковъ корня и числа ето единицъ. 

Число десятковъ корня, какъ мы видли ($ 171), равно квадрат. 

ному корню изъ наибольшаго цфлаго квадрата, заключающагося 

въ числв сотенъ, т,-е. въ 857; значитъ, прежде всего надо извлече 

квадратный корень изъ этого числа. Такъ какъ число 357 имфетт 

только три цифры, то этоть корень найдется по предыдущему. 

И3'57 =18 Значитъ, въ искомомъ корн изъ 35782 заклю- 
1 ’ чается 13 десятковъ. Чтобы найти единицы его, 

281957 -° надо, согласно доказанному прежде ($ 172), пред: 
81224 ° варительно изъ 85782 вычесть квадратъ 18 де- 

992 сятковъ, для чего достаточно изъ 357 вычесть 

квадрату 18 и къ остатку снести цифры 8 и 2. Остатокъ отъ вы. 
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читан!я квадрата 18 изь 357 у васъ уже есть: это 33. Зиачитъ, 

для получон!я остатка отъ вычитаюя квадрата 18 доситковъ 

изъ 85789, достаточно къ 33 приписать справа цифры 8 и 2. ДЬИ. 

ствсмЪ мы можемь продолжать тамъ же, гдз. находили У/867: 
изъ $ =189  Отдёливъ десятки въ остаткВ 3352, дфлимт, 

1 согласно доказанному, число ихъ (338) на удвоен- 

231257 ное число десятковъ корня (на 36); цифру (9), 

81224 полученную отъ дфлен!я, подвергаемъ испыта- 

36938572 ‚ ню, для чего ее приписываемъ справа къ удвоен- 
91832 1 ному числу десятковъ корня (къ 36) и на нее 

ЕТ. умножаемъ получившееся число (369 на 9). 

`Такъ какъ произведен!е оказалось меньше второго остат- 

ка, то цифра 9 годится; ее пишемъ въ м на мфст 

единицъ. К: 

Вообще, чтобы извлечь вЫ корень изъ какого угодно 

числа, надо сначала извлечь квадр. корень изъ числа его сотенъ; 

если это число бол%е 100, то придется некать квадр. корень изъ 

числа сотенъ этнхь сотенъ, т.-е. изъ десятковъ тысячь даннаго 

числа; если п это число боле 100, придется извлекать квадр. 

корень изъ числа сотенъ досятковъ тысячь, т.-е. изъ милл1оновъ 

даннаго числа и т, п. \ 
` 

, 674. Правило. Чтобы извлечь квадратный корень изъ 

даннаго числа, разбиваютз ею, оть правой руки къ лЪвой, 

на зрани по 2 цифры в каждой, кромъ послъдней, въ кото- 
рой можетъ быть и одна цифра. 

Чтобы найти первую цифру корня, извлекаютъ квадратный 

корень изъ первой грани. 

Чтобы найти вторую цифру, вычитаютъ изъ ‘первой грани 

квадратъ первой цифры корня, къ остатку сносятъ вторую 

трань й число десятковь получившагося числа дфлятъ на 

удвоенную первую цифру корня; полученное дЪфлое число 

подвергаютъ испытав!ю. .° 
Слфдующия цифры корня находятся по тому же прему.. 

Если поел снесешя грани число десятковъ получившатося 

чпела окажется меньше удвоенной найденной части корня, то 

въ корнз етавять 0 и сносятъ слфдующутю грань, 
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175. ПримВры иззлеченя кязарратнаго норня 

350848769 вы 18717 9571056 == 3084 872700700 == 295 
НВ ВВ, 9 _.. . 4. ео’ 

58 260, ‚., вин [9110.. , 40412.. 
#1924, ,.. в|4н0 4. , 9441 а 
9076, ,, 58513100... 

7 ума, и 412465 6 52925. . 
87410657, (9 а 

118741. 1180 4 

87457 [28465'9 5696 
7.261989 
8267 0 

176. Число цифр въ ‘порн. Изъ ‘процесса нахо 
жденшя цыфръ корня можно заключить, что въ нвадратном 
корнф столько цифръ, сколько въ подкоренномъ числЬ заключазтс 

граней по 2 цифры каждая, кром5 одной, ноторая можеть имфть 

2, и 1 цифру. 

2. "Извлечене приближенныхь_ квадратных рей, 

#77. Предзарительное зам чане. Числа, изъ ко. 
торыхъ квадратный корень можетъ быть выраженъ ифлямъ ил 
дробнымъ чиеломъ, наз. точными нвадратами. Есть очепь мног 

чиселъ, какъ цзлыхь, такъ и дробныхь, которыл не могут 

быть названы точными квадратами. Это, какъ слфдуеть из 
свойствъ ариеметическато корня ($ 163), во-1-хъ, всЪ тВ цБлы 

числа, которыя не представляють собою квадратовъ пцфлых 

чиселъ; и, во-2-хъ, вс т дроби, у которыхъ или числитель, ил 

знаменатель, или оба эти члена не продетапляютъ собою квадоа, 
товъ цфлыхъ чисель, р 

Изъ такихъ чиселъ (нхъ называют ИНОГДА неточными квад 

ратами) можно извлекать только приблимонные квадратные ВорЕй 

опредфляемые сл5дующимъ образом, 

175. бпредфленя, 1) Приближоннымъ вадратнымь норнен- 
изъ даннаго (ифлаго или дробнаго) числа съ точностью до 1 наз. 

наждое изъ двухъ танихъ цфлыхь чиселъ, иоторыя различаются одн 
А. Киселевъ. Алгебра, 



оть другого на 1 и между квадратами которыхъ заключается данное 

число; меньшее изъ этихъ чисель наз. приближеннымъ корнемъ 

съ недостатномъ, а большее—приближеннымь корнемъ съ избытцомъ. 

Напр., приближенный квадратный корень изъ 561/, съ точ- 
ностью до 1 съ недостаткомъ есть 7, а съ избыткомъ 8, потому что 

эти цфлыя числа различаются на,1 и между квадратами ихь 
заключается 56!/,, такъ какъ 7*=49, а 8*—64 и, слфдов.: 

вв <. 

2) Праближеннымъ _квадратнымъ корнемь изъ даннаго (ифлаго 

или дробнаго) числа съ точностью до '/, наз. каждая изъ двухъ 

такихъ дребей съ знаменателемъ я, которыя различаются одна отъ 

другой на '/, и между квадратами которыхъ занлючается данное 

число; меньшая изъ этихъ дробей наз. приближеннымъ корнемъ съ 

недостаткомъ, а большая—приближеннымъ корнемъ съ избытномъ. 

Напр., приближенный кведратный корень изъ 27,5 съ точ- 

ностью до 1/5 съ недостаткомъ есть 5,2, а съ избыткомъ 5,3, по- 

тому что эти дроби, имфя знаменателя 10, различаются на */‚, и 

между квадратами ихъ заключается 27,5, такъ какъ 5,2* == 27,04 

и 5,3* = 23,09 и, слёд.:. 

5,21 < 271,5 < 5,31. 

179. Правило 1. Чтобы извлечь изъ даннаго числа прибли 
женный квадратный корень съ недостаткомъ съ точностью до 1, 
извленаютъ квадратный корень изъ наибольшаго цфлаго нвадрата, 
заключающагося въ цфлой части даннаго числа. 

Пусть, напр., требуется найти приближенный квадратны 

корень съ точностью до 1 изъ 150%/,. Для этого извлечемъ 
квадр. корень изъ наиб. цфлаго квадрата,  заключающагое 

въ 150; это будеть 12. Значитъ, 12% 150 < 133. Разъяснимъ, 

что это дпойное неравенство не нарушится, если къ числ 

150 мы добавимьъ правильную дробь 3/,. ДЪйствительно, есл! 

12:<165@, то ш подавно 121< 150%/,. Съ другой стороны, так 
какъ 150и 18% чиель пЪлыя и 150< 133, то, значитт, 150 мон 

13% на иЪкоторое лоб число, по меньшей иТрь, на одну и 
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лую единицу, сдд., если прибавямъ къ 150 дробь %/,, которая 
меныйе одивицы, То число 180*|, останется все-таки меньшимъ, 

чм 137, Или, 121 < 160%, < 131, Отсюда слБдуетъ, что каждое 

изъ чисель 13 и 11 ель приближенный киадратный корень изъ 

160%/, съ точииетью до 1, при чем 13 ость приближенный корень 
съ нодостаткомь, в 13 —- приближюниый король съ избыткомъ. 

Прим ры. 

1) Уё=2 или 8; 2) /5.375 =2 или 8; 

487 _ 
5уз- И"в= 6 ила 7; 4) Уз-оьть 

р 

Правило 2. Чтобы. извлечь изъ даннаго числа приближенный 

квадратный корень съ недостаткомъ сЪ точностью до '/„, умнома- 

ють данное число на из, изъ полученнаго произведешя извлекаютъ 
квадратный норень съ недостатномъ съ точностью до Ти дфлять 

его ная. < ` р и 

`Пусть, напр., требуется найти приблевенннй квадратный 

корень изъ 5 до 1//,. Это значить, что требуется найти двЪ 

таюмя дроби съ знаменателемъ 10, которыл разнятся другъ оть 

друга на '//, и между квадратами которыхъ заключается 5. Пусть 

искомыя дроби будуть И "Ин Тогда согласно опредфленю: 

(5 : << (251) а < < 

Умноживъ вс3 члены этого двойного неравенства на 10%, мы не 

измфнимъ его смысла, т.-е, меньшее останется меньшимъ; поэтому: 

< 5.10 < 1 
Такимьъ образомъ, мы видимъ, что произведеше 5.10? ваклю- 

чается между квадратами двухъ цзлыхъ чисель: хих- 1; отли- 

чающихся другь отъ друга на 1. Значить хиз-|- 1 суть при- 

ближенные квадратные корни съ точностью до 1 изъ произве- 
дешя 5.10%. Найдя эти корни (22 и 23) такъ, какъ было 



к фе = 

показано раньше, получимъ чполителой дробей “в и мт 
а раздФливъ ихь на 10, найдемъ и самый дроби (2,2 и 2,3). 
Дробь "/, будеть приближеннымь корномь съ подостаткомъ, 
а дробь “1, — 6ъ избыткомъ. 

прим эры 

1) Найти уг 72 съ точностью до 1; 
72. #-=72. 49 = 3528; 

УЗВ = 5% (ло 1}; о т). 

2) Найти У? до ТЫСЯЧНЫХЬ долей: | 

5. 1000" — 2000000; У200500о — = 1414 (до 1 УЗ (о 
, Глвоо) 

3) Найти 37, СЪ прабрижешщоит до “у 
а В. 
о 1000" = - 00500 — от! - ; У — 654; НЙ т= 

7 20,654 о 
ы Найти /бЗ о Чиа. 

0,3.100* —3000; У 3000 == 54; 0; =0, 54 (д Ур). 

.5) Ни оз ое. т 

_ 0,38472. 10 = 38 ит; узв = 6; УЗВ? = 0, 6 (д 1). 

5) Найти и 463 съ какимъ- НиОУАЬ. десятичвымь прибли: 

женемъ: ° .- 

У4'65 = 21, 56. т та извлекаемъ корень съ точностью до 1 

м получаемъ 21. Чтобы найти цифру десятыхт 

4165 (иначе сказать, чтобы найти приближенный ко. 
1141 рень до /.,), надо было бы умножить 465 на 10° 

42612400 т.е. приписать къ 465 два нуля. Очевидно, эт 
м все равно, что. приписать къ остатку’. дв: 

4306275 00 нуля. Найдя цифру десятыхъ, можемъ снов: 

695838  ПРИПИСать въ остатку 2 нуля и искать цифр} 
— и ых итд... 
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Извлечеше квадратныхъ корней изъ дробей. 

120. Точный кпадратпый коронь изъ несократимой ‘дробь 

можно извлечь лить "6 Том влуча\, котда оба члена дроби сут 

точно квадраты (8 108, 11), № итомъ, случа достаточно извлече 

корень ить числителя м лилмвидуили отд®льно; напримръ: . 

и ий я 
] ив + 

Приближенпые квадратные корпи изъ дробой раходятся обык, 

новенно такъ, какъ указано въ предыдущемъ паратрафВ (см 

прим®ры 3, 4 и 5). Впрочемъ, можно поступать и иначе. Объ- 
яенимъ это на слБдующихъь 2-хъ примфрахъ: 

‚1) Найти приближенный 1/ —. 

‚ Сдфлаемъ знаменателя точнымъ квадратомъ, Для этого доста. 
точно было бы умножить оба члена дроби на знаменателя; нс 

въ этомъ прим$рф можно поступить ироще. Раздожимъ знаме- 
нателя нд. простыхъ множителей:. 24 =2,2.2.3. Изъ этогс 

разложеня видно, чте если 24 умвожить на 2 и еще на 3, тс 

тогда въ произведони каждый простой множитель будетъ по- 

вторяться чежнее чнело разъ, ы, елЪФдов., знаменатель сд} 
лается кзадратомт; поэтому 

ав. те — ен ит 

Остается вычислить У30 еъ какето-нибудь точностью и ре- 
зультатъ раздЪлить на 12. При этомъ надо имЪть въ виду, что 
отъ дёлен!я на 12 уменьшится и дробь 1/„, показывающая степень 

точности. Такъ, если найдемъ И 30 съ точностью до 1, то ПОДу- 
лимъ 5,4 (съ нед.) и 5,5 (еъ избыткомъ). Раздфливъ эти числа 
на 12, найдемъ **/,„, (съ нед.) и °°/,„, (съ избыткомъ). Это будутъ 
приближенные квадр. корни изъ дроби а СЪ ТОЧНОСТЬЮ м а 

2) Майти ирибяиженный у 0,378. о. 

3735 У _ 61. 671 
бт = Ут И 000% — 100 Чт юр). 



4. Извлечен!е квадратнаго корня изъ. многочлена. 

(81. Объяснене. Въ нёкоторыхъ случаяхъ квадратный 
корень изъ многочлена можеть быть выраженъ въ видь много. 
члена (въ видЪ одночлена онъ не можетъ быть выраженъ, такт 

какъ одночденъ, въ квадратБ даеть одночленъ, а не много 

членъ). Покажемъ это на слвдующемь ‘примёрЪ: ^ 

Убаей— 244353 -|- 13а16* — 3а6з -- /10°. 

Мы расположили данный многочленъ по убывающимъ степе. 

нямъ буквы а, такъ что выспий членъ въ немъ есть у ПерВЫй. 
& низпИй— поелвднйЙ. . г к, 
. Предположимъ, что существуеть многочленъ, квадратъ ко. 
тораго равенъ данному многочлену. Пусть этоть многочлент 

тоже расположенъ по убывающимъ степенямъ буквы а, `такт 

что выспий членъ въ немъ первый. я ти 

Мы видфли (5 158), что квадратъ многочлена==квадралу 1-7‹ 

члена -- удвоеннее произведен!е 1-го чл. на 2-й | квадратъ 2-т‹ 

члена -|- удвоенное произведен!е суммы первыхъ двухъ членовт 

на 3-й | квадралъ 3-го члена, ит. д. Если возвышаемый много. 

членъ расположенъ по убырающимъ степевямъ главной буквы 

то очевидно, что выспий членъ зъ квадрат этого ‘многочлен: 

есть квадратъ порпаго его члена. Въ подкоренномъ многочлен! 

‘выепий членъ есть 16а; значить, это и есть квадратъ и 

члена искомаго многочлены, поэтому 1-й членъ корня == У16а 1601 = 

=-- 495. Такимъ образом: я 

чтобы найти первый членъ корня, достаточно извлечь вадратные 
корень изъ перваго члена подкоренного многочлена реваратоьы 
расположеннато). ы .. в 

Изъ найденныхъ двухъ значенй перваго члена возьмемъ поке 
одно: -- 4976, а впосл$детыи примемъ во вниман!е и другое, 

У бай — 24а Та — ‚вар 44% — Заф?-- 153, 
_  — 164453 - о 5 

Ва? — 315? » — тЫ - 1342 | 
— 40] » -- 240458 — дав *. ея первый остатовт 

Яр р 13 » 24 $ 158. д, т 

ее . Не т о ..”. ВТОрой ОСТаТОкт 

0. | 
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- Найдя первый членъ корня (435), возвысимъ его въ квад- 

ратъ и вызчтемъ изъ подкоренного многочлена. Въ остаткВ (пер- 

вомъ) доли получитьел вс члены многочлена, кром$ первато, 
Мы написали только 8 члена остатка, потому что остальные 
пока по нпуким, В игом портом оститк} должны содержаться: 

удвосипов проипиздани 1-50 члена па 2-Й -- квадратъ второго 

члона = удпоинное проимюдае сумиы первыхъ двухъ членовъ 
и& 8-Й -|- кнадрить 8-го, и т, д. Ишь пойхь отихъ членовъ выс- 

шимъ будоть удпосинов проиплодан 1-го члопа на 2-й, а вз 

остаткВ выспИй члонъ ость = 241" у сл. — 249% и сесть 
удвоенное произведон!е 1-го члепа на 2-Й. А потому: 

чтобы найти 2-Й членъ норня, достаточно раздфлить первый член 

перваго остатна на удвоенный первый членъ нория. 

Для этого налЪво оть остатка (или направо отъ вего) прово. 
димъ вертикальную черту, за нею пишемъ удвоенный первый 
членъ корня (8а*5). Раздёливъь — 243 на 8а%, получаемъ одно. 

членъ — 3461, который и записываемъ въ корн® на мЪстф второгс 

члена, и выфетв съ тёмъ приписываемъ его за вертикальной 

‚чертой къ удвоенному первому члену (получаемъ за чертой 
`8а% — 3а}'). Это дфлаотся для того, чтобы, умноживъ 8425 — 3аё: 

на — 306", заразъ получить: удвоенное произведене 1-го член: 
‚на. 2-й и квадрать 2-го члена. Умноживъ на самомъ дьлй 

Ва? —3а5? на — 3аб?, пишемъ произведене подъ остаткомт 

‘и изъ него вычитаемъ (для чего перемняемъ знаки у вычи 
таемато многочлена на противоположные); получаемь ‚второй 
остатокъ -|- 476% — 3а6° -|-- 15°, . $ 
‹ Во второмъ остаткЗ должны содержаться: удвоенное произ 
веден суммы первыхъ двухъ членовъ корня на 3-й чл. -|- квад’ 
ратъ 3-го члена, и т. д.; другими словами: удвоенное ‘пройзве. 
дене 1-го чл. на 3-й -- удвоенное произведене 2-го члена, на 

3-й -|- квадратъ 8-го чл., и т. д, Изо вефхъ этихъ членовъ выспи! 

есть удвоенное, произведене 1-го члена на 3-й; а въ остаткй 

выспий членъ есть -|- 44*5*.-Зназитъ, 44' и есть удвоенное 

`произведене 1-го члена корня на 8-Ё ого членъ. Поэтому: 

‚ чтобы найти 3-й членъ' корня, достаточно раздфлить первый члент 

второго остатна на удвоенный 1-Й членъ корня. | 



Нишемъ 847% за вертикального. чертою и дранхь на 910 ры- 

ражен!е 44*''; получаемъ --1/.6°; пишемъ этотъ ревультатъ въ 
корнВ на мфст% 8-го члена. Теперь намъ нужно составить удпооп- 

ное произведен!е 1-го члена на 8-Й -- удвоенное произведен! 

2-го члена на 3-й -- квадратъ 8-го члена и полученную сумиу 

вычесть изъ второго остатка. Чтобы удобнфе найти эту сумму, 

къ удвоенному 1-му члену приписываемъ (за вертикальной чер- 

той) удвоенный 2-й членъ и еще 8-й членъ корня (получаемъ 

8а*% — 6? {- 1/.5°) и образовавпийся отъ этого многочленъ умно- 
жаемъ на 3-й членъ, т.-е. на 1/.5%; полученное произведене под- 

писываемъ подъ обтатокъ и изъ него `вычитаемъ (для чего 

перем$няемъ знаки у вычитаемаго многочлена). а м 

Въ нашемъ примфрЪ 8-й остатокъ оказался 6; если бы полу- 

чился остатокъ, не равный 0, то мы продолжали бы п 

далве, разсуждая такъ, какъ и раньше, 

Для пернахо члена искомаго корня мы взяли лишь одно зна. 

чете У. 164151, именно -+- 445; но мы могли бы также взять и 

— 49%; въ этомъ случа остальпые члены корня тоже перем%- 

нили бы знаки ва противоположпые, потому что для полу- 
ченя икъ пришлось бы д®лить первые члены остатковъ не 
на 8а%, а на — 8а*%6. Значить, клалратный корень изъ много- 
члена имфетъ два значешя; пъ патемъ примБр одно =44*6 — 

— 345" -|-/,6°, другое ==— 4916 -|- 345% —1/5*, оба эти значен!я 
можно „выразить, такъ; 

: ‚5 (40% — За 15°), 

Мы могли бы подкоренной многочленъ расположить по воза; 
стающимъ степенямъ главной буквы; члены корня нашлись бы 

тогда совершенно такъ же, какъ сейчасъ было объяснено; тольк 

въ объяснен!и слово «выспИй» должно зам нить словомъ «НИЗПИЙ». 

{82. Правило. Чтобы извлечь квадратный корень изт 

многочлена, предварительно располагаютъ его по убывающимт 

или по возрастающимъ степенямъ одной и той же буквы. и 

_Извлекають квадратный корень изъ 1-го члена мЕогочлена 

полученвый результатъ берутъ за 1-й членъ корня.. 

Возвысивъ этотъ членъ въ квадрать, вычитають. его. изт 

даннаго иногочлена, - 
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ДЪлять 1-Й члепъ порваго остатка на удвоенвый ‘перпы}? 

член»ъ корня; полученное частпое борутъ за 2-й членъ корня 

`Приписавь втоть члииъ къ удпооплому 1-му члену корня. 
‚умпожають полунениый дпучлинъ на 2-й члонъ корня и про. 
памодоше пычитмють инь остатка, 

`Дллять 1-Й члеиь 3-го оотатка А удпоопный: 1-Й зленъ корня 
нолупениое чцегиое принимнють ва 8-Й членъ корня. 

‚ Лрминециь итогРь члопь къ сумм удвооннаго 1-го члена ъ 
удиоониаго 2-го члена, умполимоть полученный трохчленъ не 
8.Й члешь корня и произведеше вычитають изъ 2-го остатка, 
Продолжаютъ дЬйств!е такъ же и далЪе. 

133. Признани невозмоности извлеченя, 
1) Если данный многочленъ есть двучленъ, то корень квад. 

ратный изъ него ие мощетъ быть выраженъ многочленомъ, 
такъ какъ веявый многочленъ въ а даеть по меньшей 
мфрБ 8 члена, а не 2. 

2) Если выспий‘ или низпий члены многочлена не предста. 

рляють собою точныхь квадраторъ, то корень квадратный изъ 
иногочлена не можетъ быть выраженъ многочленомъ. | 

Это прямо олфдуетъ изъ а нахожденя высшаго и низ. 

шато членовъ корня. . ь 3 р 
3). Если выспий и низпий члены многочлена — точные кввдра- 

ты, то возможность или невозможность извлечен1я корня обнару- 
жится посредствомъ самаго дБйств!я; при этомъ если многочлен 

расположенъ по убывающимъ степенямъ главной буквы, то про- 

должаютъ дЪйств!е до тВхъ поръ, пока въ остаткф не получится 0, 

или пока не получится остатокъ, у котораго первый членъ не 

длится на удвоенный первый членъ кбрня; въ послёднемъ 

случа$ извлечен!е невозможно. Если же многочлонъ: расположенъ 
по возрастающимъ степенямъ главной буквы, то, вычисливъ 

предварительно послёдн!Й членъ корня (который равенъ корню 

квадратному изъ послёдняго члена многочлена), продолжать 

дЬйств!е до тБхъ поръ, пока въ корнв по получится членъ, у 

котораго показатель главной буквы миють показателю этой 

буквы. въ вычисленномъ послфднемъ член корня; или бол%е 

его; если при этомъ есть остатокъ, то извлечен!е невозможно. 



— 186 — 

184. Зам чане. Когда изъ даннаго мпогочлала пользя 
извлечь точнаго квадратнаго корня, все-таки иногда былаотъ 

полезно начать извлеченйе съ т$иъ, чтобы, прекратиюь ого на 

какомъ-нибудь член корня, представить данный многочленъ въ 
видЪ сужны квадрата съ остаткомъ оть извлеченя. НапримЪръ: 

Ия— 4 чар — 22 
Ш ° 

225 а. 
—2=»--42* — 4а' 

— 47-3. 
В 

Положимъ, что мы прекратили извлечене на второмъ член 

корня. Получивцийся при этомъ остатокъ произошель отъ вы- 

читан!я изъ подкоренного многочлена вофхъ членовъ, которые 

получаются отъ возвышен!я въ квадратъ найденнаго аня 

21—25; значить: ° 

(2 аз >) 

а: 2 — 471 -- 8 == (21 — 22)*-|- (— 4272 -|- 3) = = = (2* — 21) — 
а ` 

ГЛАВА У. 
` 

Извлечене ариеметическаго кубичнаго корня. 
Ч 

1. Извлечене' `кубичнаго корня изъ. наибольшаго цфлаго 
° Куба, заключающагося въ данномъ числЪ. 

й 

185. Предварительное сам инане: Если возвысииъ въ 
кубъ числа натуральнаго ряда: 1, 2, 3, ы ‚о ТО а безконечный 
рядъ кубовъ: РАК - 

г ‹ 1, 8, 271, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000... 

(изъ них первые 10 надо ззучить наизусть). у 

Очевидно, что всякое цёлое число, не находящееся въ ‘этомъ ряду 
(нашр., 500), не можеть быть кубомъ пфлаго числа; въ такомъ случа оме 
не можеть быть и кубомъ дроби ($ 163). Значить, изъ такого числа нельзя 

извлечь кубичнаго корня. Но мы условимся, что если требуется извлечь 
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кубичный корепь изъ какого-нибудь цЪлаго числа, то это надо понима 

въ томъ симолй, что тпойустоя извлечь кубичный корень или изъ сама 
числа, (осли оно окиметоя кубомъ ц\лаго чиода), или же изъ наибольшаг 

куба пули чиоди, кыкиЙ ипключаотой иъ Далшомъ числ. , 

130. Свойотво чиола дооптновъ корня. Если данно 
чинао биде ИНК Чо мубичный корни ил» ного боль (иля равенъ) 10 и 
АВдОв, оритонуа имь днухь или болме ции Мзъ околькахъ бы цифр 
нь Ни метода, убловинол розомытривать вгу какъ сумму только десят 
лов м блиниць, Пусть тробустся изллечи куб. корень изъ какого-нибуд 

чнохл, большиго 100), пир. изъ 671810, Иралиодожимъ, что въ искомом 

корыВ досятковъ будеть 2 (число это молит" быть однозначное или много 

значнов, все равно), & единаць у; тогда нокомый корень выразится 10 -{- 3 

слвдов.: ` 

‚571810 = (105 Чу» ост. = 10008 +3. 100429 + 3. 10зу +- уз-{- ост. 
Чтобы найти число х, возьмемъ изъ обфихь частей этого равенств 

оди$ только тысячи. Въ дЬвой части этого равенства находится 571 тысяча 

а въ правой тысязъ или 23, или болфе (если тысячи о. въ сумы 
4-хъ послёднихь членовъ); поэтому *. Е 43 . 

| ‚ ; 5712 8 И, САЪДа 28 < БТИ. с 1. 

Изь этой формулы слФдуеть, что х° есть оданъ изъ цфлыхьъ кубовт 
заключающихся въ 571. Докажемъ, что за =* надо взять намбольций ‘из 

этихъ кубовъ, т.-е. 512. Въ самомъ дфлБ, если бы мы взяли за 23 не 512 

а, положимъ, 343, то х равнялся бы 7, а потому искомый корень быль 6 
7 десятковь съ единицами. Но 7 десятковъ съ единицами (хотя бы еди 
нидъ было и 9) меныме 8 десятковъ, а 8 десятковъ въ кубЪ составляют 

только 512 тысячь, что меньше даннаго числа; поэтому мы не можем 

взять 7 десятковъ съ а когда и 8 Ото оказывается не мног 

Если же я == 612, то в=У = 8. а , 
‚ Отсюда одфдуеть: ‘число десятновъ ‘искомаго` норня (будеть ли это числ 

однозначнымъ или многозначнымъ) равно нубичному корню изъ ша цфлаг 

куба, заключающагося въ числф тысячъ даннаго числа. 

Когда данное число, какъ взятое нами, меньше 1000000, тогда числ 

тысячь въ немъ меньше 1000; въ этомъ случа десятки корня легко иахо 

дятся по таблиц кубовъ первыхь 9 чиселъ. . 
‘ 

187. Свойство числа единицъ корня.  Побдя десятк 
корня, вычислимъ чледъ 100048 и вЫЧТемъ изъ даннаго ‘числа; тогда, полу 

чимь первый остатокъ. Чтобы найти его, достаточно вычесть а, т.- 

512, изъ 571 и къ остатку снести остальныя три цифры: ‹ 

о 
=512 0. с 

— 50810 =3, 10022 + 8., 10ху + у р. ост, 
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‚Чтобы пойти у, возьмомь въ обвихь частяхь этого .равепотва толькс 
однВ сотни, Цъ Аой части сотенъ 598, а въ правой За?у или больше, 

если сотик окажутся въ сумы поелфднихь трехъ членовъз В 

598 > 879; и, блвд.` 38, << 598; поэточу 4 — $). 

Т.-@, Число оДаниць нория или равно цфлому частному отъ дфлешя числа сотенл 

перваго остатка на О ввадратъ числа ме корня, ° или меньце 

этого частнаго. 

Павии выфото ЕЯ найдонноо для него число 3, подучинь: 

эй 598 “598 92 С 
ан - 195 — 8195 = 8 96° 

Отсюда ВИО, что у всть или 3, иди 9 2, или 1, или 0. Чтобы опред. 
лить, каков изъ этихъ чисель надо взять 3а у, испытаемъ сначала большук 
цифру, т.-е. 3. Для этого вычисдимъ сумму чхеновъ: 3.10021у |- 3.105? -| у; 
при 2 = 8 и у= 3; ‘если получится число, не большее перваго остатка, 59810, 
то испытуемая цифра годится; въ противно о надо испыталь . 
дроу меньшую цифру: Е 

322у.100 =. 3.64.3.100 = 7600 
. З5й. 10=3.3.9.10 == 9160 

= =‘. 87 
59187 

Испытуехая цифра `тодится, Искомый корень 83. Чтобы найти оконча: 
тельный остатокъ отъ извлечен!я, надо изъ 59810 вычесть 59787; ‚пося? 
вычитаня получимъ 23, волёдетне чего можно написать: ‘ 

1 ‚ 571810 = 883 4 33. ` ‹ 

` Вычисляя члевы 89.1600 и $278.10, мы можемъ не писать на Е 

пулей, а только, при подписывани слагаемыхь лругъ подъ другомъ, им$тЕ 
въ виду, что произведене За9у означаеть сотни, а Зиу?’—деслтки, 

‚ 83. Извлечене нубичнаго корня, состоящага 
изъ одной или двух цичру. Коли данное число меньше 
1000, то куб. корень изъ него выражается одною цифрою, и тогда онъ на: 
ри по таблицф кубовъ первыхъ 9 чиселе. р .` 

Если же данное число, напр., 531810, болфе 1000, но жен%е 1000000. 
то куб. корень изъ него выражается 2 цифрами. Согласно сказанному 

выше, цифры эти всего удобнфе находить такамъь образомъ: отдфливт 
р : въ данномъ числВ тысячи (571), извлекають куб. 

И 51 $10`== 83 корень изъ в. большато цфлаго куба, заключан: 
512 ° щагося въ числ ихъ. Полученное чисхо пишут 

3.82 == 192150810 въ корив; это будуть десятки искомаго корня. 
3.83.3 = 576 '’Возвысявъ найденное число въ кубъ, вычитают1 
3.8 .31=, 216 розультат» изъ числа тысячъ дзимаго чиело 

о = 27 .  КЪ остатку (59) еноеять осталъныя три жифре 
< | 89787. подкореннаго числа. Отлфляють въ этомъ осталк! 

23° сотни; налфво оз ь него провохять вертикальнук 
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черту, за которой питутъ утроониый квадрать чнела десятковъ коряя, 
На это число дРаить число сотолъ остатка, Полученную цифру (3) подвер 
гають испытиИю, Дли того вычноллютъ отдВльно три слагаемыя: утроен 
ное производим киплрити диолткомЪ ув едипищы, утроенное произведени 
деслткомь ни кипирить ваННИцы и кубъ сдипицъ. Подоисавъ эти слагаемых; 
друг поль другомж (при чемы итирюю и третье олвигають на одно мВот( 
вириво), находить нхь сумму (17Н7), Лоли ота сумма оказывается не бох%и 
ООТАТНА, ТО ии Бычитии-ь и пого; въ Протвиномъ случа подвергают 
нуиммлния олфлующую моныпную цифру, : 

° 180. Извлечене нубичнаго норня, состоящага 
изъ трех или боле цичруь. Пусть требуется извлеч 
куб. корепь изъ числа, бозьшаго милжюна, напр, изъ 63820756. Куб. ко. 

рень изъ такого числа бодфе {ини равенъ) 100 и потому состоитъ изъ 3 иль 

бохЪе цифръ. Мы однако можемъ его разсмалтриваль, какъ состоящий тольк 

изъ десятковъ и единиць. Чтобы найти десятки корня, надо, по доказан. 
ному, извлечь куб. корень изъ нанбольшаго цвлато куба, заключающагос; 

въ числ тысячь даннаго чпела, т.-е. въ 53820. Такъ какъ это число мен 
1000000, то корень изъ него наЙлемъ описаннымь ранфе премомъ: 

я . 
7558207765 = 377 оо № 

27 т . 

3.33 — 271268'20 | ‚ Цафры 9 и 8, по испыташи ихъ, оказы 
3.33.7 = 189 ‚ ваются велики. Такимъ образомъ, пъ иско 

3.3.72 =! 441 | . момъ корн® оказывается 37 десятковъ, ^ 
78 =| 343 и. 

‚ 23653 
3.372 = 4107 5187765 

:‚ 3.372.7 =| 28749 
3.37.72 = 5439 

= 343 
2929633 

238123 ^ 

Чтобы найти единицы корпя, надо, по доказанному прежде, найти пред. 
варительно первый остатокъ, т.-е. изъ даниаго числа вычесть кубъ десят. 
ковъ, т,-е. 378, 1900, Для этого достаточно изъ 53820 вычесть 373 и ЕТ 

осталку приписать посяБлыя три цифры данвого, числа, т.-е. 756. Оста- 
токъ отъ вычитаня 373 изъ 53820 у нась уже есть, пменно 3167. Припи- 
шемъ къ этому числу цифры 756; получииъ остатокъ 3107756 оть вычи- 

тан1я 373. 1000 изъ всего даннаго числа, ОтдВлимъ въ этомъ остаткЪ сотни 
и раздВаимъ число ихъ на 3,372; тогда получимъ, по указанному, числс 

или равное числу единицъ корня, или большое его. Испытанемь убздимся, 

какая цифра будеть надлежащая, ДЪйоть!е, можно продолжать тамъ же, 
гдВ мы находили десятки корня. 
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Вообще, чтобы извлечь куб. коронь изъ какого угодно большого числа, 
надо сначала извиечь куб. корень изъ числа его тысячь, Ноди ото число 
боле 1000, то придется извлекать куб. коревь изъ числа тысячь этихъ 
ТЫСЯЧЬ, Т,-0. изъ милмоновъ даннало числа; если и это число. бодфе 1000, 

то придотоя извлекать корень изъ числа тысячъ миллюновъ, т.-е. изъ бил- 
эюновъ ‘даннаго. числа и т. д. 

199. Правило. Чтобы извлечь куб. корень изъ даннаго числа, раз- 
биваютъ его, отъь правой руки къ л$вой, на грани, по три цифры въ 
каждой, кром8 послВдней, въ которой можеть быть одна или дв цифры. 

Чтобы найти первую цифру корня, надо извлечь куб. корень изъ перво 
грани. Чтобы найти вторую цифру, надо изъ первой грани вычесть кубе 
первой цифры коркя, къ остатку енести вторую грань и число сотенъ по. 
лучившагося” числа, раздзлить на утроевнный жвадрать найденной цифры 
корня; полученное отъ дзлен|я число надо испытать. СаЪдующя цафры 

корня находятся по тому же прену. у , 
Еели, посл снесенйя грани, число сотенъ позучившагося числа, окажется 

меньше дзлителя, т.-е, утроеннаго квадрата найденной части корня, то № 
кори ставять нуль и сносять елздующую грань. 

19:. Число цифру корня. Изъ бота ОЕ нахо- 
жденя цифръ кубичнаго корня схВлуеъ, что въ кубичномъ корнф столько 

цифръ, сколько въ подноренномъь числ граней, по три` цифры каждая, Е 

одной, Которая можеть ныфть и двф цкфры, и одну. 
' 

, 

2. Извлечене приближенныхъ кубичныхъ корней. 

192. Предварительно» замБчанйе. Числа, изъ кото- 
рыхь кубичный корень можеть быть выраженъ цфлыхъ или дробнымъ 
числомъ, наз. точными кубами. Изъ остальныхъ чисель можно извлекать 
только приближенные кубичные корни. И 6-9 

193. @пред-Блен:хя. 1) Приближекнымъ кубичнымъ корнеыъ изъ дан= 

наго числа (цёдаго или дробнаго) съ точностью до 1 наз. намдое изъ двухъ 

танихь цфлыхъ чиселъ, между нубами которыхъ заключается данное число и ното- 

рыя различаются одно отъ другого на 1; меньшее изъ этихъ чисель называется 
приближеннымъ корнемъ съ недостатноиъ, & большее приближенвымь кор“ 
немъ съ избытномъ. =‘ Е. 

"Такъ, если А есть данное число, то ОвиЕннЫЬ кубичные корни 
изъ А съ точностью до 1 будуть два такя и числа © и &-|-1, кото. 

рыя ЗООтВОВННт неравевствамъ: а ИИ 

паке». | мо 
е 

‚ 2) аи нубичнымь корномъ изъ даннаго числа (цлаго ‘или дроб- 
За) съ точностью 1/„ наз. кандая изъ двухъ такихъ дробей съ знаменателемъ 22, , 
между нубами которыхъ заключается данное число и который различаются одна 
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отъ другой на 1/,; монылая изъ отихъ дробей наз. приближеннымь кор 
немъ съ кедостатномъ, & большан-—приближеннымъ корнемъ съ избытномъ, 

Такъ, если лмиюй чимло оботь 4, то приближенные кубичные кори 

изъ А съ точностью до /„ будут ли зоИя дроби “/, и ®У,, которыя 
удовлотпорямии днойиому паризонетнут 

умен, 
104. Пряпило |. Чобы пивлочь паъ диннаго числа приближенный 

мубичный нпорень съ нодостатномъ, съ точностью до 1, назленаютъ нубичный но. 
рень изъ нпибольшаго цфлаго куба, заилючающагосй въ цфлой части даннаго числа 

Пусть, налр., требуется найти приближенный куб. коропь, съ точностьк 

до 1, изъ числа 500,6. Для этого находимъ куб. корень изъ паибольшал‹ 
цфдаго куба, закшочающагося въ 500; это есть 7. Такъ какъ 73 < 500 

то, и подавно, 73<_500,6; съ другой стороны, 8'>>500, и такъ какъ 0,6 и 
составляють ни одной цёлой единицы, то 8_>> 500,6. Олфл., каждое изл 

чисель: 7 и 8 есть приближенный куб. корень съ точностью до 1 из1 
числа 500,6; первое есть приближенный куб. корень съ недостаткомъ, вто 
рое—съ избыткомъ. 

О Прим ры, 

1) У = вши 1 (01); 2) фев ил 9 (по 1); 
Е 

3). а =Узв & ба бот: 

| Е 2. Чгобы извлечь изъ даннаго числа приближенный нубичны! 

когень съ недостаткомъ, съ точностью до 1/„, умножають данное число на 2 
изъ полученнаго произведеня извленаютъ оне корень съ Носта, ст 

точностью до 1, и дфлять его на м. .` 

ДЬйствлтельно, пусть искомые приближонные Ор ИЗЪ даннаго числа, И 
1 

съ точностью до р будуть Е: я А, Согласно опредфлен1ю, эти дробе 

должны удовлетворять двойному Ре 

х-р 118 28. (2-1 
осы 

Умноживъ всё здены неравенства на #3, получимь: 

й ‚3 < Ат (+1. 

` Изь этого нерзвонства видно, что числа м и а --1 суть приближенные 
кубичные корни изъ числа Аи, съ точностью до, 1. ге эти корни такъ, 

2 ® рее. 1 
какъ было указано ран%е, мы получимъ числителей дроба Ни ‚8 

раздфливъ ихъ па и, найдемъ и самыя дроби. 



— 192 — 

Прим ры 

1) Пойти 5 съ точностью до И/з.. 
5.88 = 2660; 7/2560 ==13 или 14 (до 1); Иб ==]; или 1, (до 11). 

— | 
Е 

2) Найти | 2 до сотыхъ долей. 

== 3 

45.100' = 444444 1; уча ааа = 78 или 77; УЕ = отв 76 или 0,77 о 0,01). 
9 

3) Найти у? 2 съ десятичнымъ прибиижонщемь е 

в а О 
Сначала, извлекаемъ корень съ точноетью до 1} 

3.12==3 Е, 10'0% это будетъ 1. Чтобы найти цифру десятыхъ, надо 
3.13.2=16 бышо бы умножить 2 на 103, т.-е. къ 2 приписать 
3.1.2 = | 12° три нуля. Очевидно, это все равно, что приписаль 

2 = 8 `` кь осталку три нуля. Найдя цафру десятыхь, мо. 
728 жемь снова приписаль къ овтатву три нуля и искать 

3.122 = 43512720'00 ‘цифру сотыхъ и т. д. 
3.12. Б == |2160 

$.12.52 = | 900 
58 = 125 

228125, 
44876 

3. Извлечеше кубичныхъ корней изъ дробей, 

183. Точный куб. корепь изъ носократимой дроби можно извлечь лишь вт 
томъ случа, когда оба чдени, дроби точные вубы ($ 163, П). Въ этомъ случа? 
досталочно извлечь корень изъ числитоля и знаменателя отдфльно; напр. 

Ия И _ _ 
125 515 

Прибавженные куб. корни изъ дробей обыкновелно находятся такъ 

какъ указано въ предыдущемь ларатрафЪ (примЪръ 2). Впрочемь, можнс 
поступать иначе. Объяснимъ ьто на ОО прорй: 

Найти приближенный У>. И 

п разложешя 24=2. 2. 2.3 видимъ, что если оба члена дроби умно. 

жихъ па 37, то одфлаемъ знаменателя точнымъ кубомъ; сдфлавъ это, извле. 
чемъ корень изъ числителя и знаменателя отдфльно; '. 

у: 5.32 ия Ее И 55 
в=И 24.55 И 55872.36 
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' : 

Навля 73 съ покое вибудь точыосхью № и ыы результаль нар, 
5 1 

мы получим приближенный вуб, коронь изъ дроби 5; дъ точностью до 5. 

и к че в, мель т 

ГЛАВА УТ, 

Попя® объ ирращональномъ числ$. 

196. Сомзмримыя и ноооцам Ьримыя значе. 
ня величинтъ, Кокъ изьЪстыо иьь гоомотр!и, общою мърок 
двухъ значен! одной и той же величины (паир. Доухь длинтъ, 
двухь угловъ, двухъ взеовъ и т. п.) наз. такое впачен1е втой 

же величины, которое въ каждомъ изъ нихъ содержится пло 
число разъ, — 

Нахождеше общей ыфры пронзводитея способомъ посл$до. 

вательнаго дБлевя такъ, какъ это указывается въ геометрр 
для двухь отрёзковъ прямой, Въ геометрн же доказывается, 

что существують таке отрфзки прямой, которые ие имфютт 
общей м$ры; таковы, напр., основан1е и боковая сторона равно. 

бедреннаго треугольника, у котораго углы при основан 
равны 36°(==?/,4), или Магональ и сторона квадрата. СоотвЪт. 
ственно этому мы можемьъ представить себЪ, что и друйя вели: 
чины могутъ получать значення, не имфюцщ]я общей мЪры, 

Два значеня одной и той же величины называются соизнь 
римыми, если они имфютъ общую ыЗру, 1 и несоизифримыми, если 
такой мфры они не имфютъ. 

197. Поняме объ омрЕ и Чтобы  избфжатЕ 
излишней отвлеченности, мы будемъ говорить, каКЪ ВЪ этомт 

параграфЪ, такъ и въ послфдующихъ, не о величинахъ вообще, 
А | Ва объ одной напболЪе простой 

с! р ’ величин — именно, о‘ длинф 

1. отр$зка прямой. 

Пусть требуется изыфрите 
ант отрьзка АВ при помощи единицы длины СД (черт. 19), 

Различимъ тогда 2 возможныхъ случая: 

А. Кеселевъ. Алгебра, ви 

' Черт. ‚19. 



1-й случай, когда отрёвонъ АБ соизыйримъ съ единице? 
$), т.-е. когда существуетъ общая м%ра отрзковь АВ и СР 

Воли окажетоя, что общей м$рой будетъ сама единица @ДР’» 

она въ 4В содержится т разъ, то результать измфрешя выра. 
зится прлымъ числомъ т (АВ == тСЛ); если же общей мФро? 

окажется нёкоторая 1/, доля ОД, которая въ АВ содержится п 

разЪ, то результатъь изизрешя выравится, дробью ”/» (т.-е. 
АВ==”"/,СЛ). Значитъ, въ разсматриваемомъ случа мы всегде 

можемъ получить точный результать измфрен!я, т.-е. веегд: 

можемъ получить такое цзлое или дробное число, которое вт 
точности выражасть длину АВ въ единиц СО. Объ этомт 

числ8 мы будемъ говорить, что оно изыфряеть отрёзокъ АЕ 

(или служить ему м#ро1о). 
2-й случай, когда отрфзокъ АВ. несоизмримъ. съ едини. 

цей СО, т.-е. когда не существуеть общей мфры АВ и СР. 

Въ этемъ случа мы не можемъ получить точнаго результат: 

изибреня въ вид плаго иги дробнаго числа. ДЬйствительно 

если предположимъ, что отрЪзокъ .4В въ точности равняеж: 
”/, СШ, то это значило бы, что /, доля СШ содержится вт 
АВ ровно т разъ; тогда, значить, эта доля была бы общек 

м5рою АВ и СО. Ноэтому въ томъ случаф, когда такой м$рь 
не существуеть, точнаго результата измфрешя при помощи ц\ 

лыхьъ или дробныгъ чиселъ мы получить не можемъ. ’ 

Но тогда мы можемъ находить приближенные рёзультать 
измфрен{я и притомъ съ какою угодно точностью. Положимъ. 
напр., что мы желасмъ найти приближенный результать измВ 

рен!я съ точностью до / (п вообще до 1/,).` Тогда, раздь 
ливъ единицу СД на 100 (вообще на ®) равныхъ частей, станемт 

откладывать на АВ одну такую часть столько разъ, скольки 

можно. Пусть окажется, что она укладывается въ АВ бол 

123 разъ, но менфе 124 разъ (вообще болфе 2 разъ, но менЪи 

т--1 разъ). Тогда каждое изь чисель 113), и 1, (вообик 

"» и ”Н|,) можно назвать праближеннымъ результатомъ изыЪ 
решя отрфзка АВ, рые число—съ НОУ а второе— 

съ избыткомъ, . : 

Замфтимъ, что этииъ путемъ мы можемъ ВаКОДИТЬ прибли. 
женные результаты изыЪрешя и въ едуча6 1.мь; т.-е. когд: 



намфрясмый отрЬзовъ 41 В соивмфригь съ еданицею СО; толькс 

в® итомю олуча8 мы нохемь найти также н точный резуль- 

тать, если пожелапит, тогда какъ вт, случаз 2- мъ такого: ре- 

зультата мы никогда но полупимтъ. 

198. Соотаьтотюю между числами и точнамы 
прямой. Дли лучииио иределиилены рсого того, что мы бу- 
ем иЦиИРь дали мы обритимех къ патлядному способу 
иобрижини чиноль Иомощью папралониыхь отрЪзковъ пря. 
мой, КЬ снопобу, кА которому мы уже прибгали въ началу 
цлгоб]иы (814), когди говорили о числахь положительныхъь и 
отрицатольныхь. Для ьтого возьмемъ безконечную въ 06% сто. 

роны прямую (черт. 20), на которой какую-нибудь точку 4 

примемъ за начало отрЬековъ; кромВ того, условимся, какое 
изъ двухъ направленй этой прямой считать положительными 
и какое отрицательнымьъ (за положительное направлене мы 

будемъ всегда принимать направлене слфва направо, указан. 
ное на чертеж стр$лкой). Такую прямую мы уже условилист 

(3 14) называть числовою прямою. При данной единиц длины 

аф (указанной на чертеж) каждому числу р, цзлому или дроб. 

Бому, положительному ини отрицательному, соотвЪтетвуетъ наз 
числовой прямой опредБленная точка, представляющая собок 

конецъ того соизм5римаго съ аб отр$зка, который измфряется 

этимъ числомъ р в отложенъ на числовой прямой отъ началь. 

ной точки А вправо оть нея, если число р положительное, и 
влЪво, если оно отрицательное. На нашемъ чертеж, напр.. 

указаны ыы ея цфлымъ числамъ: 1, --2 
3... —1, —2, —8...;. дробнымъ числамъ соотвЪтетвуютт 
Е. п. 

ан ЖЖ 
А 

--- ; - > 

-6 -5 -5 -3 2-1 04 92 355 

| Черт, 90. $ 

Но если всякому числу р мы можем найти соотвтетвую- 

щую точку на числовой прямой, то нельзя сказать, обратло, 
чтобы всякой точк» этой прямой мы могли найти соотвЪтетвуто. 

38° 



(черт. 20), всль коноць такого отрёзка АВ, когорый несоязм- 

римъ съ одипицею @0, то такой точк$ не будеть соотвЪтетво. 

вать никакого чпела, такъ какъ несоизифримый отрзокъ АЁ 

точпо но выражается ни цфлымъ, ни дробнымъ числомъ. 

199. Поняше объ иррашональномъ числ%, 
Чтобы установить соотв$тстве между числами и всфми точ. 

ками числовой прямой и такимъ образомъ получить возможност! 
выражать числами не одни только соизмфримые съ единицей 

отрзки прямой, но и несоизмВримые, надо расширять област 
чиселъ, введя въ нее, сверхъ тхъ чиселъ, которыя мы раз. 
сматривали до сего времени, еще числа особаго рода, которыя 
мы примемъ за мфру несоизмфримыхь съ единицею значенй 
величины. Числа эти мы будемъ называль иррашональными 

(или несоизмфримыми), а числа цфлыя и дробныя, которыя мы 

знали до сего. времени, буденъ. называть ращональными {о 
соизиБримыми). 

Мы не будемъь устанавливать здфеь вполнЪ 'етрогато опре. 

дфлемя ирращональныхъ чиселъ и дЪйств! надъ ними. Огра. 

ничимся сообщетемт только самыхъ необходимыхъ свздЪнИй, 

‚ Допускаютъ, что при данной единиц длины каждой точкй 

В числовой прямой (черт. 20) соотвБтетвуеть опредфленное 

число, принимаемое за мФру того отрёзка АВ, концомъ кото. 

раго служить эта точка В. Юели отр$зокъ АВ соизмЪримъ ст 

единицей длины, то точкЪ В соотвЪтствуетъ ращональное число 

если же онъ несоизмримь съ единицей длины, то точкЪ Е 

соотвфтотвуеть н$которое иррацональное чнело, которое нельзя 
точно выразить цифрами, но можно обозначить какимъ-нибудЕ 
знакомъ, напр., одною изъ буквъ греческаго алфавита: а, В, \{.. 

Каждый приближенный результать измфреня несоизмЪри. 

маго отрёзка АВ, которому м5рою служить ирращонально‹ 

число а, мы будемъ называть приближенным значешемъ этогс 
числа а. Такъ, если, измфривъ отрфзокь АВ съ точностьк 
`до */»„ мы получили числа */» и */1/„, то каждое изъ нихь мь 
назовемъ приближеннымъ значенемт, числа @ съ точностью д‹ 
1/„. Такъ какъ число "/» измвряетъ соизм5римый отрфзокъ 
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уонышй АВ, а число "Н/, измтрястъ сопзыфримый отрзокъ, 

большй АВ, то иррищюнальтое число а, принимаемое нами за 
ивру отрика АА, мы услопимел считать большимъ числа "/„ и 

мопьтиыь числа"! 1/, ПолпдетмМе отого лиь двухъ чиселъ: ”/, 
и "И, пориоб мы Пудомь пайыпать ириближеннымь значе- 

номе ирращональниго числа & оъ подостатномъ, а второе— при- 
ближонпымь виачешемь этого числа оъ избытномъ. 
Ирращональное число я мы будемъ считать извфетнымъ, если 

указанъ способъ, посредетвомъ котораго можно паходить при: 
ближенныя значен!я этого числа съ любою степенью точноств 
(прим®ръ этому мы вскор$ увидимъ). 

`Чиело (рацюнальное или ирращональное) считается положи. 

тельнымъ или отрицательнымь, смотря потому, измфряеть ле 
оно отрфзокъ прямой, имбющИ положительное направлеще. 
или отрицательное; на числовой прямой (черт. 20) положитель- 

нымъ чаясламъ соотвфтствуютъ точки, лежашйя направо отт 
начальной точки 4, а отрицательнымь числамъ соотвЪтетвуютт 
точки, расположенныя налфво отъ А. Отрицательныя иррацо- 
нальныя числа, такъ же какъ и ращональныя, выражаются 

посредетвомъ знака минусъ, поставленнаго передъ абсолютной 
величиной чнела, а положительныя числа посредствомъ знака 
плтоеъ (или совеБмъ безъ знака). 

"2006. Равенство. и керавенство чиселтъ. Два 
числа аи (ращональныя или ирращюональныя) считаются рав. 
ными, если, при одной и той же единиц длины, ени служатъ 

ифрою двухь равныхь отрёзковъ прямой (черт. 21) М№и 

РФ. Если же отрфзокъ ЛМ, измфряемый числомъ а, больше 

[, 9 К {или меньше). отр$зка РО, 

И измфряемаго числомъ В (при 
р а. р т той же единиц длины), то 

` число х считается большимъ 

Черт. 21. | (али меньшимъ) числа В.. 
Полезно замфтить сддующй признакъ равенства, ИО 

нальныхь чиселъ !): 

3) 'Этоть ироанакь иримфвяется въ геомегри для опредфлеши равонства 
отпошей , предствеляющихь собою прропопалолыя чисда, 
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ирращонольныя числа хи В равны, если ихъ приближенныя зна- 
ченя, взятып ба съ недостаткомъ, или оба съ избытномъ, и вы: 
численныя съ произвольною, но одинаковою точностью, оказываются 
постоянно доугъ другу равными. | 

Чтобы убфдиться въ этомъ, предположим, что ла хи 

перавны, пусть, напр., «<. 8. Тогда отрёзокъ ММ (черт. > 

измфряемый числомъ а, меньше [2.8 Е 

отрфзка РО, ини Врявмаго чис- нЕ мы 

ломъ В. Положим, что разность в ; Г! 
РО — М Месть отр5зокъ 9. Возь- О 
мемъ такую !/, долю еданпцы ___ Черт. 22. . 

длины, которая была бы мень-‘ 

ше 4 (что всегда возможно, ‘какъ бы мала длина 4 НР 
была), и найдемъ прибл. результаты измфреня отрзковъ МА 

и РО съ точностью до этой доли единицы. Очевидно, что така; 

доля, содержась въ 4 по крайней мЪрБ 1 разъ, содержитея вт 

Р@ большее число разъ, чёмъ въ ММ; злачить, тогда прибл. 

результать измвреня отрфзка ММ будеть меньше прибыл 

результата измБреня отрзка РО (есля оба результата взять 

съ недостаткомъ, или оба съ избыткомъ). Но эти результать 

измфреня суть вм№ст® съ тфмъ и прибл. значеня, съ точ 

ностью до !/„, чисель а и В. Значить, если я<38, то, начина; 
съ ифкотораго достаточно большого значешя, знаменателя › 
въ дроби 1/„, прибл. значене числа а окажется мельшнимъ прибл 

значен!я числа 8 (если оба значен!я взяты съ недостаткомъ 
или оба съ избыткомъ), Цоэтому въ томъ случа, когда прибл 

значеня чиселъь & ив равны другь другу при всякой стеиент 

точности, мы должны закшочить, что числа равны. 

201. Дьйствя назъ ирращшональными чис. 

лами. Пусть а, В, |... будуть данныя положительныя ирра 
шональныя числа. Обозначимъ соотвЪтственно черезъ а, 6, с., 

каюмя угодно приближенныя. значевя этихъ чисель, ваяты: 
еъ недостаткомь, и черезъ 4, В, С... кавя угодно ирибли 

женныя значешя ихъ, взатыя съ избыткомъ. Тогла мы мешом 

‘высказать елвлующя опредфленя: 
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17, Слотить числа а, №, \, значить найти число, которое был: 

я больше пимдей бумны и | #.]-@-| . и меньше каждой сунмь 

але. 
Положим, Инн» чти р№чь идать 0 Дпухъ числахъ аи, 

которых Дпантичиый приближенных пначоя, взятыя съ не. 
досчимениь, будуты влПдуницЬт 2): 

1, 15 
1,414 

^ Для чиоля а о т, С 
^ Для числа 8 У 1,4 Е. 

(Соотвётетвующця приближенныя значен!я съ пзбыткомъ полу- 

чаются изъ этихъ чиселъ ПрЕдОмЬ ЕН послфднягс 
десятичнаго знака на 1.) 

Тогда Сложить аи В значить найти число, которое было бы 

больше каждой изъ сукмъ: и меньше каждой изъ сумхъ: 

174-14... =31 По 186.4... = 88 
ава и Ве. 1744142... 86 
1,732 -{ 1,414.. = 3,146 ‚ 1,733 -- 1,415.. = 3,148 
1,7320 + 1,4142 = 3,1462 1,7321 -| 1,4143 = 3,1464 

2°. Перемножить числа а, В, |... значить найти число, ноторое 
было бы больше каждаго Е ебс.. и меньше наждаго 

произведеня АВС... *). . 

Такъ, беря приближенныя значен1я чиселъ сив, указанныя 

выше, мы можемь сказать, что произведене ав редотавляеть 
собою число, которое 

бозьше каждато изъ произведев!й: | и мельшо нажхаго изъ произведений: 

1,7.1,4......=2,38 | ; 1,8.1,5....., == 2,70 

1,73.1,41.... =2,4898 | 1,74.1,42.... =2,4708 

1,732.1,414.. = —=9,449048 '!_ 1,733.1,415..==2,452195 

1, 7320. 1 ,4142 -- 2,44989440 | 1,732]1.1,4143 == 2,44970903 

1) Взяты приближеквыя звачешя чисодъ: аж ИУ И 89, 
2) Въ теорш иррощолальныхь чисель докозиавется, что искомое чиёло, о 

котором\ говоритея въ опредёлемяхь 1% м 29 (д ездов., И въ остальных, 
при всякихъ данныхъ чиохохъ в, |, 1, Сущоствустъ м только одно. 
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83°, Возвывить число а въ степень съ цфлымъ полонительным 
поназителонь эр значить найти произведене сад... а, составлено 
изъ ® одинаковыхь сомножителей, равныхь д. В 

Это произведение, согласно опредфленно умножения, дин 
быть больше каждаго в” и меньше каждаго 4”, 

’4°, Обратвыя дЪЙйствя, т.-е. вычитане, дфлене и извлечен! 

корня, опредфляются для иррашональныхъ чиселъ такъ же 
какъ и для ращональныхь; такъ, вычесть изъ числа & число‘ 
значить найти такое число г, чтобы сумма в равнялась а. 

ит. д. . | | 
° Если изъ чисел а, В, {... нкоторыя будуть  ращпональныя, 

то въ данныхъь выше а (прямыхъ дЪйств) виВет 
приближенныхь значен!Й такихъ чисель можно брать точны 

ихь величины; если, напр., а иррапональное число, а 8 рац1о 

нальное, напр., 8 =5, то, обозначивъ, какъ`и прежде, черезъ 

любое приближенное значене числа а съ иедостаткомъ, 

черезъ .4 любое приближенное значене числа а съ избыткомъ. 
можешь сказать, что сумма @а-|-5 есть такое число, колото 
больше каждой суммы а--5 и меньше каждой сумме. 

Произведеше иррашональнато числа ‚на нуль прИННмНОт 
равнымъ 0. 

‚. Когда среди чиселъ а, В, \... а ибо 

то дБйстыя надъ ними производятся согласно правиламъ; дан 

нымъ для отрицательныхь рапщональныхъ чиселъ; напр., пр 
умножени двухъ чиселъ одипаковые знаки даютъ плюсъ, 
разные — минуеъ, а абсолотпыя величины перемножаются. 

При болЪе обстоятельномъ разсмотрн1и дЪйств надъ ирра 
щшональными числами, можно установить, что этамъ дЪйствям 

принадлежать т же. свойства, которыя наии были указань 
для дЪйствШ надъ числами ращюональными (55 20, 38, 89) 
напр., сумма и пройзведее обладаютъ свойствами. перемфети 
тельньь и сочетательнымъ; произведете, кром того, ещ 
обладаетъ распредБлительнымЪ свойствомъ,` и т. п. Свойства 

выражаемыя нерзвенствами, таке примфнимы къ числам 
иррашональнымь; такъ, если 48, то РУ а} > 8 
(если 1>>0) и &/<3 (ебли {< 0), ит. п.. 
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202. Замфчаше о приближенномъ вычисло, 

нм. Па иниаик\, щие совориюи какого-либо дЪйствя надл 
ирраолальными чинлими, приходится больтею частью доволь. 
отвовиьо Приблилечоным ренульзитомь этого дЪйствя. Ва 

ьтомь случай пновма токио итугь, Юыеь лолика потрЬшность, 
доиущенияя при отомь, Шокижемъ ий прим®рЪ, какъ можис 

опредфлить такую погрВшиость. Пусть тробустся вычиелите 
произпедеше а8 въ томъ случаЖ, если прибл. ппачешя чиселт 
ан В будуть т, которыя указаны вышо (на стр. 202), Тогда 

ограничиваясь для @& и 8 прибл. значенями съ точностью дх 
0,0001, мы будемъ имЪтЬ (по опредфленю умноженя)! 

, 2,44939440 < 23, 44970908. 

Мы водимъ, что у крайнихъ чиселъ этого двойного норавен 

ства одинаковы числа цфлыхъ, десятыхъ, сотыхъ и тысячных 

такъ какъ произведене ав заключается между этими крайним 

числами, то, значить, 08 == 2,449 -| ®, гдЪ # ебть нфкоторое поло 
жительное число, меньшее 0,001; потому, отбросивъ й и принявъ 

что. 28 = 2,449, мы будемъ имЖтЬ прибл. значеще этого произ: 

веденя съ недостаткомъ, при чемъ ошибка менфе 0,001, 

Подобнымъ образомъ можно поступать при вычислени суммь 

и степени. 
_ При вычисления разности и частнато приходится н%®екольки 

изифнить указанный премъ. Положимъ, напр., надо вычис. 

‚лить разность & —В твхъ же чиселъ, о которыхъ мы сейчаст 
говорили, Возьмемъ сначала для а значене съ недостаткомт, 

напр., 1,7382, а для В значеше съ избыткомъ, напр., 1,415; 

тогда для разности я —В мы получимъ значен!е съ недостат. 

комъ, именно 0,317. ПослЪ этого возьмемъ для @ значен!е ст 

избыткомъ, напр., 1,7388, а для В значене съ недостаткомъ, 

1,414; тогда для а—В мы получимъ значов!е съ избыткомъ, 

именно 0,319. Слфдовательно, 0,317 «я —вВ < 0,319. Поэтому, 

положивъ а — В = 0,31, мы будемъ имЪть приближенное зна- 

чен!е этой разности съ недостаткомъ, при Чемъ ошибка менфе 

9,01 (положивъ & = В == 0,317, получимъ приближенное значение 
съ недостаткомъ съ точностью До З/0о). Такъ же надо поет 

пать при вычислен!и частнаго 9:В. 
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ТВ. УП. 

Ирращональныя значеня ̀ радикаловъ.. 

203. Приближенные т-ые норы Приблименнымт 

ариеметичеснимь корнемъ 274-0й степени, съ точностью до Уи, изъ 
полежительнаго числа А называется наждая изъ двухъ такихъ арие- 

метическихь дробей: ®/„ и “Т'/, между з-ыни степенями кото- 
рыхъ занлючается число „4; такимъ образомъ, дроби эти должны 

удовлетворять двойному неравенству: 

(<< 
ЗдЪеь знакъ == (ВЪ Я со знакомъ <) мы поставилв 

для тото, чтобы не дфлать исключен!:я для случая, когда чиело 4 

есть точная т-ая степень, и цЪлое чноло в взято такимъ, чтс 
я-ая степень дроби °/, оказывается равной 4; тогда, конечно, 
число ”/, будетъ точнымъ корнемъ 1-ой степени изъ 4. 

„При п==1 указанное неравенство даетъ: | 

"Аа 1). 

Тотда пфлыя числа хи &-|-1 будуть приближенными кор. 

НЯМИ 7-ой степени изъ „4 съ точностью до 1. . К 1 
в 

и 

203а. Теорема. Канъ бы нала ни была ‘дробь и. воегде 
возможно найти съ точностью до этой дроби, приближенные корнь 

любой степени изъ всямаго положительнаго числа А. `` 

Док. Вообразимъ, что числа натуральнаго ряда возвышены 

въ м-ую степень и полученные ревультаты выписаны ‘Въ вов 
растаюций рядь: : 

0": = 0, 1 — 1, . 2", 3”, 4..0" - а т 1"... 7 

' 

`Будемь ВЪ ЭТОМЪ ряду искать число, равное БОВАЛЬВИЕ 
Ан”, или близкое къ нему. Очевидно, что переходя иъ ряд} 
озфва направо вее дал и далВе, мы веетда ветрЁтимъ въ м0 

тва такихь. ряломъ стоящихъ числа, что предыдущее будетт 
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равно ‘или мевршо Аи”, в послРдующее больте этого произве- 

дея. Пусть эти числа будуть а" и («-|-Т)", такъ что; 

, пы < Ан" -* (и. :|- 1)", 

Тогда, ыы всЪ числа па и", получим: 

а и 1)" И а-|-1 
А и т.-0, |. )`, и — < = г" о. ,. 9 И? А в 

"Гакимть и. мы найдемь ди дриби: */, и ** 1, кото- 
рыя, согласно опредфленю, и будуть иилищеиными корнями 

т-ой етепени изъ числа 4. ‚ 

` 204. Точное значеше „4 въ томъ олучаЪ%, 
ногда А ме есть точная :л-ая степень, Гизъяснимъ, 

ил 

что въ ЭТОМЪ случаь точная величина У”А ть иТфкоторов ир. 
ращюональное число а, которое. больше роякнго прибляженнатс 
корня 9-0й степени изъ А, если элотъ корень нинть съ недо- 
статкомъ, и меньше всякаго приближенного корми м.ой стопенг 
изъ Д, если этоть корень взятъ съ избытком, 

‘УЗ ==1,7390... Для большей ясностя мм будим говорите 

‚1. ‚. 0 0 корн$ т-ой степени поучия, в о корнт 

27120'0 квадратномъ, ине изъ какого. пибудь поло- 
7189 жительнаго числа А, & итр одного опредфлен. 

‚3491100 ` наго числа: напр. мы будемь гопорить о У. 
31 029 ° Вообразимъ, что мы вычиелини изограничен- 

34627 10'0 ный рядъ приближенныхь кориеЙ кродратныхт 
26924. ИЗЪ З-ХЪ СЪ точностью: До 0,1, до 0,01, до 0,001, 

заеТОГ7Об, 0 до 0,0001 ит. д. Эти пидченя ры 
| 

озера неона 

ты О 

`’.. Сь избытвомъ:, кем. ее 

`Съ недостаткомъ: —_ Г 7 |1, 7 | 1,782 

‚ Отневееь воб этй чиель въ тиоловой прямой, из воторой 
точна Я принята за начало отрнковъ (черт. 23). ТТубть точки: 
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р, й,, В, (и вообще точки 6) будуть соотвфтетвоваль чпеламь 

верхней строки (т-.е. АЪ, = 1,7, 4$, =1,78,.., и т. д.), а точки 

В,, В, ЛЬ... (и вообще точки В) будутъ соотвЪтетвовать числамь 

нишей строки (т.е. АВ, = 1,8, АВ, =1,74..., ит. д.). Такь 

‚ 

"——Щ—н--- 
А $, в в х В, В, В, 

Черт. 23. 

какь каждый коронь съ недостаткомъ всегда меньше каждаго 
корня съ избыткомь (потому что квадратъ перваго меньше 3-хъ, 
& квадратъ второго больше 3-хъ), то каждал точка 6 должна 

лежать нал$во отъ каждой точки В. Съ другой стороны, раз- 

ность между приближеннымъ корнемъ съ избыткомъ и соот 
взтетвующимъ приближеннымъ корнемъ съ недостаткомъ (т.-с. 

число 1/,) можеть быть сдфлана какъ угодно мала; поэтом 
при неогравиченномъ увеличени степени точности, съ како 
мы находимъ приближенные квадратные корни изъ 8-хь, про 

межутокъ на чнеловой прямой, отд ляюций точки 6 отьточекъ В 

(т.-е. промежутокъ 6,В,, 6,В,, 6,В,...), становится все меньш 
и меньше и можеть сдфлаться какъ угодно малымъ, При этих 
условяхь мы должны допустить, что на прямой существуе 
нфкоторая ` точка Х (ий только одпва), которая служитъ грани 

цею, отдфляющею ту часть прямой, на которой лежать вс 

точки 5, отъ той части ея, на которой расположены во точки В 

Чтобы едЪлать нагляднымь существоване такой точки Х 

вообразимъ, что всф точки $8, а также и вся часть прямой, ле 

жащая налфво отъ л!обой точки 6, окрашена въ какой-нибуд, 

одинаковый пвфтъ, напр., въ зеленый, а всЪ точки В, а так 

же и вся часть прямой, лежащая направо отъ любой точки В 

окрашены въ другой ивЪтъ, напр., въ красный. 

Такъ какъ каждая точка $ лежитъ налфво оть каждо 

точки В, то ясно, что зеленая часть прямой не можеть зайт 
на красну1о часть, и потому между.этими чаегями должна быт 
какая-нибудь грапица. Предположим, что зеленая часть буде 
отд#лятьея оть красной какимъ-нибудь неокрашеннымь отрз 



комъ прямой (напр., отрёзкомъ 6,6,, черт. 28); тогда, очовидии, 

промежутовъ между точками $ и точками Б не можегь сдЪ- 

латься меньше этого отрЪзка; между тЪмъ, какъ мы видЁли, 

этоть промежутокъ можеть сдЪлаться какъ угодно ‘малымъ, 

Слфдовательно, нельзя допустить, чтобы между зеленою и крас- 

ною частями прямой былъ какой-пибудь, хотя бы и очень ма- 

лый, отрфзокъ прямой; но тогда остаотся только одно пред- 

положеше, что границею мну этрми частями служить точка, 

чапр., точка Х (черт. 23) 8 

Обозначимъ буквою # положительное чирло, соотвтетвующее 

этой точкВ (т.-е. число, служащее м®рой отрзка АХ). Пока- 
жемъ, что крадратъ этого числа долженъ быть въ точности 

равенъ 3. Пусть а и А будутъ каюя-нибудь приближенныя 

значев1я числа а, первое съ недостаткомъ, а второе съ избыт- 

комъ. Тогда а? согласно опредфлоеяшю степени ($ 201, 3°), 

есть такое число, которое болыше каждаго а* и меныше ка- 

ждаго А*, Но приближенными значенями числа а называются 

приближенные результаты измреня отрфзка АХ, которому 

мЪфрой служить число а; эти же результаты ‘суть т% чиеда, 

которыми выражаются отр$зки .46,, 6..., АБ,, АВ... (черт. 23), 

Т.-е. тъ числа, которыя составляютъ приближенные квадрат- 

ные корпи изъ’ 3-хъ. Число ще, большее квадрата каждаго 

приближеннаго квадратнаго корня изъ 3-хъ, взятато съ недо- 

статкомъ, и меньшее квадрата каждаго приближеннаго хквад- 

ратнато корня изъ 3З-хъ, взятаго съ избыткомъ, есть 3 (с0- 

гласно опредвленю  приближенныхъь  квадратныхь Корпей 

изъ 3-хъ). Значитъ, а и есть 3. Отсюда, конечно, слзду- 

еть, что число а должно быть иррацщональное, такь какъ 

не существуетъ ращональнаго числа, квадратъ котораго рав- 

нялся бы 3. 

Мы говорили о УЗ только для простоты, Вее сказанное объ 

этомъ частномъ случа корня можно повторять о корнз Любой 

т-ой степени изъ любого положительнато числа А. 

1) Это нагллдиов поясявн!е заимствовано намы изъ кпиги „[есопз ав Ъге 

6{ Ф’адз1узе“ раг УШез Гаппегу; Фоте рготюг, 1908. 
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’ Такимъ обравоит, каково бы число А ии быдло, песгдя 

межие окалате, что 7” воть ызноторое число (ратомильное или 
иррацюмальтое), %-ая степень котораго равна 4. Меэмому нс 

свойства радакаловъ, основанныя на этомъ опредфлеши корня 
(эти свойства выражены 3-мя теоремами 8 166-т0), примёнимы 

также и къ ирращовальнымь ихъ значеняиъ. Такимъ обра: 

вомъ, каковы бы ни были положительныя чпела а, 6, с..., 

всегда можемъ писать: . | 
ь уе 

р т” 7. / . ъ/а Га фе... =. укусе зу 

ГЛАВА УШ. 

Дъйстыя надъ радикалами. 

Предварительное замЪчане. Веб корни, о кото. 
рыхь говорится въ этой глав, предполагаются Они 
6 162). 

295. Георема. Величина корня не измфнится, если показа. 
теля его и поназателя подноренного числа: 

1°, умножинъ на одно и то же цфлое и положительное число или— 
2°, раздфлимъ на одно и то же цблое и положительное число, еслу 
тановое дфлене совершается нацфло. 

Доказательство. 15, Требуется доказать, что 

Иа” == "р а"Р, ` 

если т, пи р—кавя-нибудь цзлыя положительныя числа. Длу 

доказательства возвысииъ 06$ части этого предполагаемаг‹ 
рапонетва пъ пр-ю степень. Отъ возвышен!я правой части ра. 

венстиь полутимъ а”? (такъ какъ извлечен!е` корня ир-Й сте. 
пепи и попвышове въ пр ю степень суть дЕЬйствл, . взаимн‹ 
униттожающияел), Чтобы возвысить лЪвую часть равенств: 

вЪ пр-ю стонень, мы можемъ ($ .155, теор. 2) возвысить ее спа. 
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пала ръ ч-ую стопевь (получим а”), а 'потомъЪ въ р-ую стене 
(иолучииъ в”). Мы видимъ, такимъ образомъ, что два чиоли 

Уд” и "а, отъ возвышевя въ одву и ту же ир-ю слепонь 
даютъ одно. и то же чиело 4”®; слёдов., оба’ эти числа пред. 
ставдяють собою ариеметический корень яр-й степени изъ числа 

а", Но ариометичесвий корень данной степени ивъ даннаго числе 

иожетъ быть только одинъ ($ 163, ПТ); поэтому "/а® == "Иа. 
2°, Читая доказанное равенство справа налЪво, т.-е. такъ 

ней де —* у И, 

мы вамЪЧаемьъ, что величина корня не измфняется отъь ДФле. 

н]я его показателя и показателя подкоренного числа на ‘оди( 

й то же плое ‘и положительное число, когда такое дЪлен! 

совершаотся напц»ло. 

Замфчане, ‚ Число 2, на которое мы умножаемъ илу 
двлимъ показателей корня и подкоренного числа, предпола 
галось нами пёлымъ и положительнымъ, потому что если бы 
оно было дробное или отрицательное, то мы получили бы ко. 

рень (и подкоренное число). съ показателемъь дробнымъ ил 
отрицательнымъ, а корней съ такими показателями мы н‹ 
разсматриваемъ. По той же причинз при дфлени показаледе? 
корня и подкоренного числа на р предиола?ается, что это дф 
лен!е выполняется аа й 5% 

} вы 
`, 

205. о 1. ое  НБСНОлЬНИХЬ корней можн 
сдёлать одинановыни (подобно тому, какъ внаменателой нъеколь. 

кихь дробей можно одфлать равными). Для этого достаточн 

найти общее крахное (лучше всего, наименьшее) показателе 

всВхъ радикаловъ и помножить ноказателя кзЕдаго изъ них 

и показателя подкоренного числа на соотафтотвующаго Дополня: 

тельнаго множителя. 

‚Прымьрт = Гай Уз. 

Наименьшее кратное а этихь радикаловъ есть 12 

дополнительными множителями будуть: для перраго падикалц 6, 
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для второго 4 и для третьиго 1; на осмоващи докаолцией тео. 
ремы можемъ пацисать: 

Ишь У Зы И =" а; г 2—5, 

2° Показателя корня и показателя подкоренного числа’ можно со. 

нратить на ихъ общаго МЕН если онъ от: 

Понеь. 1) Ув ИЕ 2) иа-Е а): = ИГЕЕ и 

3°. Если подкоренное выражение представляетъ собою произведение 
степеней, поназатели которыхъ инфютъ одного и того же общаго 
множителя съ показателемь корня, то на этого множителя можнс 
сонратить всфхъ показателей. | 

_Примръ. 17 64а бед — ИЕ (Е 38 = Ия: Зотба, 

207. Подобные радинальь Подобными радикалами 
наз. тав!е, у которыхь одинаковы подкоренныя выражен!я в 

одинаковы показатели радикаловъ (различаться могуть, слБдо: 
вательно, только множители, стоящце передъ знакомъ радикала). 

Таковы, напр., выраженшя: -- За/жу и — 5% ху. . о. 
Чтобы опредБлять, подобны ли между собою данные ради: 

калы, слЪдуетъ предварительно упростить ихъ, т.-е. еслу 

возможно: 
1) вынести изъ-подъ знака радикала тЪхъ множителей, изт 

которыхъ возможно извлечь корень (8 163, 15); 

2) освбодиться подъ ны отъ знамепателей т 

($ 168, 35}; 1 
8) понизить степень радикала, сокративъ оаааои кори 

и подкоренного числа на общаго множителя (3 206, 3 г 

Прим рт» 1, аааЕЫ Узадз, убей окажутся по 
добвыши, если ихь упростимъ такъ: 

328 = 22; Ибатун — 2" Иа. 

Прим Ъръь 2. Три радпкала у 3 и, И. окажуте: 
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подобными, если освободимся подъ. радикалами. оть впаме 
нателей: 

2х 2.3 6% _Убх _1 

ну Е ИЕ 
6 6.5 6х из _1 

уи:= а г Е 
208. ДЪйствя надъ иррашональными одно. 

членами (т.-е. надъ одночленами, въ которые входить ДВ. 
стве извлечен!я корня). 

15. Сложене и вычитание. Чтобы сложить или вы. 

честь ирращональные одночлены, соединяютъ ихъ знаками -1- 
или — и, если возможно, дВлають приведение подобныхъ ра. 
дикаловъ. 

— 

Прим ры. 

1) НЕ Пас 1 с’абст6 = ая або -- 5 абе | с абс = 

= (ай в) Иа: 

2) 1574 — 37/32 — ву у — 1572—6774 —494 — 

—37/4=274; 

3. аи р Из--З2/х—1Ух=4х И. 

2°. Умномнене. Такъ какъ У абс... = Ув УФУ... (8 166, 
теор. 1), то и наоборотъ: Уа/Ъ Ус... = а; вначитъ, чтобы 
перемножить нфскольно радикаловъ съ одинаковыми показателями, 
достаточно перемножить подкоренныя числа, 

Если для перемножен1я даны радикалы съ различными по- 
казателями, то ихъ предварительно приводять къ одинаковому 
показателю. 

Если передь радикалами есть коэффищенты, то ихъ перо- 

иножаютъ. 

А Киселевъ. Алгебра, ̀  
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Прим ры 

1) аа. у ‚2ЪИав = раз/а — 29; 

2) ИИ у; 7/0) з У) И д. =- т т 

8°. ДЪлене. Такъ к т и, 166, —_ ‚3), то и 

Уа 
> 

одинановыми показателями, достаточно аадфлить ихъ подноренных 
числа. ; . 
Радикалы съ различными ‘показателями предварптельно при. 

водятъ къ одннаковому показателю. 
Если есть коэффишенты, то ихъ дфлять. 

наоборотъ: = 5} значитъ, чтобы, раздфлить НЕО [9 

Пурим Брь'. 

1) —6 2а—25.4 /а—6 6.5 72—10) 3628 _ ве 
> и 2(а—5) а °5У 2 4 Ри 

` 

За Е Ве, 
°у _ о ИУт-=ы=У Е т 

у За. да т) а(а— 2) _ “/а— 

) 555 а :5 а—х — 50а | (—а)4а т. 74 

4°. Возвышеше въ степень. Чтобы возвысить ради 

налъ въ степень, достаточно возвысить въ эту степень подкоренно: 

число, ДЬйствительно, изъ опредфлен!я степени слБдуетъь;: 

та Иа.Уа. а... == Уааа... = Иа”. 

ЗамЪтим' ь, что теорема эта остается вфрной и для показа 

теля степени нуль, такъ какъ: 
! 

; (и =] и НИТ == Ут =: и (уа) == у, 
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Примфры. 

1) (Узабя): = у бабыя = у Вазья = Бу за ая; 

УЕ 8 25 \ И 2 
э(ИгЕ:) -И(Е)= Ут 

в —\3 —_\3 3 чан. 

3) (Уз) = «(У и) = гУ (5 = = И в (и) — 

| —0*И а ==’ 

5°. оз Корня: Чтобы извлечь корень изъ ради. 
мала, достаточно перемножить ИХ ыы 

1 

‚ПО доказать, что Их Ха=уа, К Га=: е и вообще 

Гу У а ==" а а. й 

Для доказательства возвысимъ 06% части этого предпола. 
таемаго равенства въ мп-ую степень.. Отъ возвышен!я правой 

части получимъ, по опредфленю корня, а; чтобы возвыеите 
лВвую часть въ ти-ую степень, можно возвысить сначала вт 

#-ую степень, потомъ результать въ И степень: 

(И7"-КИТ- = 
Отсюда видно, что предполагаемое равенство врно. 

СлЪдстая. 15. Результать нФоколькихъ послфдователь- 

ныхь извлечен!й корней не зависитъ отъ порядка лЬйствй; такъ, 

в — т им ПУ даем СО Фрии 
Куз=" ай у Ма"; ел№д., КузЕИ У 

23°. Извлечев!е корня, у котораго показатель число составное, 

сводится къ послфдовательному извлеченио корней, у которых 

показатели простые множители этого составного чиела. Такъ: 

ууу = Е: а-И Е. 
: БЕ ут 

Прим Бр. п Ббраноеа выражен!е ] Я У 23а. 
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Подведомт, множителя 22* подъ знакъ квадратнаго радакала, 
для чого предварительно возвысимъ его въ квадратъ: 

ИУЛЕЯР-ИУ78Р-И УР 
Теперь подведемъ ‘множителя 2 подъ ЗНаЕЪ радикала: 

4 — 4, — — 

и И.В = Иуз=° = ‘Зав. 

208. ДБйстыя надъ изращональньнми многа. 
членами производятся по т#мъ же правиламъ, каыя быля 
выведены раньше для многочденовъ рацюнальныхъ.*Напр.: 

2 „= х Ри 4 г РЕН 

) (375—503): =3—4/18-7,5=8,3—411,5} 
д ое. 

2) ( и в пай = 

— 1 | = 93 т == 

о а в= ВИ 

210. Освобожндене зкаменателя дроби отъ ра: 

циналовтъ. При вычислении дробныхь выражен!Й, знамена: 

тели которыхъ содержать радикалы, бываетъ полезно предва. 

рительно преобразовать дробь такъ, чтобы знаменатель ея н‹ 

содержалъ радикаловъ. Чтобы указать пользу такого преобра- 

вован|я, положимъ, что намъ нужно вычислить: 

1 

Мы можемъ производить вычисленя или прямо по Этой фор- 

мул®, или же предварительно сдзхать ея знаменателя рацо. 

нальнымЪ, для чего достаточно умножить оба члена дроби (1; 

на ‘сумму УЗ--У?: 

ИИ У? УЗ-У_ 5-18, (5 
(ИУЗ—у2) (УЗИ?) 3—2 уз не ы 
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Формула (2), очевидно, удобнъе для вычиелен!я, «Би ИР 

мула (1) 1). : 
Приведемъ простВйпие примёры ` освобождения знаменателя 
ие: отъ радикаловъ 2): : 

1) —=. Умноживъ числителя и знаменателя на Уа, получим: 
вУа 

тт, Рь _ тУа 

пу ча 

Когда а есть число цфлов составное, то полезно ривложит! 

его на простыхъ множителей съ пфлью опредфлить, калкихл 

множителей ведостасть въ немъ для того, чтобы а было Точиам" 

квадратомъ. Тогда достаточно умножить оба член Дрюби в: 

квадратный корень изъ произведя только и 

мпожителей; такъ, напр.: 

т т ту2.5 ту 10 т 
ее — гай ты 

У45 72235 УТБ, 25 узлы № 
т и 

2) ——— =. Умножимъ числителл и знаменателя ни а -- у’ в: 
а-- Уз | . 
т __ та — У) _ та—туЪ, 

НУБ @РУБе-У5° и 
3) Подобно этому для освобожденя отъ радикали пплмона. 

т 
теля я. достаточно умножить оба ея члена ная | У 

[22 ' 

‚ 1) Удобнёе ге только потому, что она содержать 3 яоНотвШ, в не 4, кагл 
формула (1), во также и потому, что при вычислен!и, которое по необходи. 

мости можетъ быть только приближентое, степень погр\№иоости результате 

сравнитезьто просто опредёляотся по формуль (2). Такъ, вычисливь ИУЗи И: 

еъ точностью до о’ т.е. положивъ]/ 3 ==1,732, ‚ ‚ирё= 1,414. р. 

мы ролучимъ по формул (2) число 3, 146, . ., ноторос, какъ легко сообра. 

зить, точно до пор (625х., ВЪ ЭтОкЪ часа нельзя ручаться з& правильносте 

цифры лысячкыхт,). 

2) Общий способъ освобожденя знамезалеля дроби.огь радикаловъ указент 

виже, въ 8 235.. 
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4) а ' Умнонииь числителя и знаменателя па 17 ажтуй 
Иа = у 

т "уа—У_ _туа—туь. 

УТУ Зуй 2-7 а 
т (уа-+ у) тУуа- = муб. 

ИИ" (2—5 Уё+У5_ а—5 
——_" =. Желая сначала освободить знаменателя отъ 
ууу 

`радикала Ус, примемъ совокупность остальныхь членовъ за 

одночленъ;тогдазнаменатель приметъвндъ (Уа-- 5) --Ис. Умно- 

жимъ теперь числитедя и знаменателя дроби на (Уа-- ИВ — ус. 

Тотда въ знаменатель получимъ: (/а-- ИВ) — в == (“--в—с) -|- 

+ 2/25. Умноживъ опять числителя и знаменателя на (а -- $ — 

‚6—2 И, получимъ въ знаменателЪ рашональное выраже. 

ше (а--6 — 6) — 4%. а. 

6) Подобнымъ премомъ можно уничтожить въ знаменателя 

сколько угодно нвадратныхъь радикаловъ. Пусть, напримръ, 

знаменатель есть: Уа-|- а -|-- ие -|!- Ув. Предетавивъ его ®ь 
вил: Уа-- узу$-- Уауе-- УЪус, вамфчаемъ, что нмфемъ дЪлс 
съ тремя различными радикалами: Уа, УЪ и Ус. Желая осво- 

бодиться отъ радикала, у а, втянесемъ его за скобки изъ воЪхт 

членовъ, гдВ онъ вотрёчаотся: Уа(1-- УЗ Уд + У. Тепер: 
очевидно, что для уничтоженя Уа достаточно умножить зна- 

менателя (а слёд., и числителя) на Уа(1 + УБ--У а у бе 

тогда ВЪ знаменатель получимъ: 

а(1-НУЗ-- Ис): — в==а-- &-- ас--2а/$-4- зу + за/ в — ъе. 

Желая теперь освободиться отъ у $, представимъ знамена. 

теля въ вид двучлена: ^ | 

ИБ2а-- 2ау®) -|- (ана ав -- 2%). 

и умножимъ числателя и знаменателя дроби на разность этихт 
членовъ; тогда въ знаменатель получимтъ: 

И2а -- ау)" — (а -Р ав ав — ве 210), 
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Раскрывь скобка ип ‘поступая ‹ съ уе совершенно так шо 
освободимея и оть него. 

7) Если знамснатоль им\еть видъ: Ув, или а-=$ 
ИЛИ Уа-Е У, Ъ, то мы можомъ сдфлать его ращональнымъ, осно- 
вываясь на тождествахь ($ 87, 1}: 

фу 
(#-Е У) (12° — зу у) = уз. / 

Пусть, напр., дана дробь УГ Обозначивъ для краткости 
а — | 

%/& черезъ х и У черезъ у, умножимъ числителя и знамена. 
теля на. ЕЙ 

т маи. пишут 

2—у ея = = — у’ 

‘Но #-=аиу 35; слЪд.: 

т ту/ ай -|- РИЗИЗЕНИЙ . И ЕНИ ВИЙ. 
й У , а— о а—ь ра-— о 

8. Вообще, когда знаменатель троби есть биномъ, представляющи сумм) 

ипи разность двухъ радикаловъ какой угодно степени, то его можно сдё 
лаль рацональнымъ, основываясь на, тождествЪ ($ 86): 

(фу рута + и а ааа 

‚Пусть, напр., знаменатель ныфеть видЪ; 

Е 
УЗ $ =ж— у, таВ # = ух у= -У% 

Унноживъ числителя и знаменателя на. 

дИ-Р-- ух" уе. у 
получиыъ въ знаменателВ 5" — у" =а—6. | 

® » ? ` 

Если знаменатель есть Уг--уь, то, нЕ его въ вид 
1 >) 

. в 

„Уа—(—-Уб=е-у, т «=Уа, у=—И5 
еведомь втоть случай на предыдущий. ` 

Подобнымъ же образомъ посту АЕ, когла знаменатель * тиветь ВИД 

туз. 
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+ т 

Коли вилмонатель: воть бяномь Иа -Р”И$, то можно продиорительнс 
привостя оти радикалы къ одинаковымъ показатехныт: | 

* ят 

Узтуз-Умтуя 
в потомъ поступать “Ъъ И Напр.: 

м г 
7 И уя-уй 

уу вучын УИ УНИИ И еНуям_ 

Ма аи ИыНЬИЯи УНИИ :(^—5). 

Примфры. 

УЗ-Тув 1-— Убе —Уй 
НЕ 2 Е и 

А ==3— Из -—щиЗ. 

2) __ 4/8 __ | _ Зои -уб_ _ виз 8—4и® _ 

Е О 

ь и. (1—@ФУСЕУЕ а виВЕ - 
УТ-Уё ИУ УГУ Иа. 
= УГ-вутТ-Руа = ЕТ 

$ 4 -- 

ов „= МУЗЕИ _ 5/3--27908-12), 
< ИЗ —9ы8 иИЗ— 19 = [41 



ОТДЪЬЛЪ У. 

Уравнеше степени выше первой. 

ГЛАВА 1. 

Квадратное уравнене. 

‚ ЗИ, Нормальный видтъ нвадратнаго уравненйх. 
Чтобы судить о степени уравненя, въ немъ надо предвари: 
тельно сдЪлать слфдуюция преобразовавя ($ 115): раскрыте 

скобки, освободиться оть знаменателей, перенести всЪ члены, 

содержание неизвфстное, въ одну часть уравневя и, наконецъ, 

сдфлать приведене подобныхъ членовъ. Къ этимъ преобразова- 
вямъ мы теперь добавимъ еще одно: если въ уравнен!е входятт 

радикалы, подкоренныя выраженя. которыхъь содержать не. 
извфстное, тб оть такихъ радикаловъ уравнене надо освободит! 
(какъ это сдфлать, будеть указано впослёдетвм). Предполо. 

жимъ, что во эти преобразован!я сдЪланы. Если послВ этог 

въ уравнены съ однимъ неизвфотнымъ 1 окажется членъ, со. 
держаций 21, но не будетъь членовъ, содержащихь х въ боле 
высокой степени, то такое уравнен!е. наз. уравнешемъ второй 

степени или квадратнымъ. ть .. 
Въ уравнен!и второй степени (а также и въ уравненяхъ бо. 

л№е высокихъ степеней) принято переносить всВ члены урав. 
нен!я въ одну лЪвую часть, такъ что первая часть уравнешя 
двлаотся равной нулю; тогда квадратное уравнене получает? 

сл\дуюн@ видъ, называемый нормальнымъ: 

а Рене =0. 
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ЗдЪеь букиы а, В ц в озпачають какыспибудь дапиыи влго- 

браическ чиелиь или же алгебраичесмя выражен, соотиплец. 

ныя изь Дииныхъ чиселъ. Числа а, 6 и с называются ноэффи- 
Щентами кипдратнаго уравнен!я; изъ нихъ с наз. также свобод- 

нымъ члономъ, Когда ни одинъ изъ этихъ коэффишентовъ ие 
ралонъЪ нулю, квадратное уравнен!е наз. полнымъ. 

Зам\утимъ, что коэффищентъ а мы всегда можемъ сдфлать 

положительнымъ, перемфнивъ въ случа надобности передь 

рофми членами уравнены знаки на противоположные. 

5(%-- 5еи. 
ПримБръ 1.5 =+ё= и 

6 
Раскрываемъ скобки: - т; = —,—. 

Уничтожаемъ знаменателей: 72 -- 242 = 15° -- 15х. 
Переносимъ всф члены въ лфвую часть: 72 -|- 25° — 154° — 
15% = 

“Длаемъ приведене: — 132 — 154 -- 72 = 
Переи%няемъ знаки: 135* -|- 1552 —72 =0. — 
Коэффищенты а, © и с общаго вида квадратнаго уравнев{я 

приняли въ этомъ приифрф тавя частныя значеня: а-== 13, 
= 15 ис= — 72. | | 1. 

|. им ъ 2. - я =0 
ы ы = — 2уа—х 

вуз м0, ое 
1 — 22/а--(в—В=0. 

Коэффищенты общаго вида квадратнаго уравнен1я здфсь при: 

): 68:1 тажя. частныя значен1я: а ==1, В = — 2Иа, ве=а—6: 

212 . БолЪе простой вБИиДъЪ нвадратнаго урав. 

ненйя. Уравнешю а2*----с==0 часто придаютъ болфе про. 
стой видъ, раздЪлявъ вс его члены на козффищенть при 7%. 

Обозначить для а °/, черевъ р, а “/, черезъ 4, получимъ 

А " #2 рё44=0. 
Такъ, уравнение 3221522 =0, по ее: вех ег 

зленовъ на 3, приметъ видт:: 2?—52-[.*/, =0. ЗдБсь р==— 5, ==1/, 
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213. РЕшене неполныхтъ квадратныхтъ урав. 
нен:й,. Квадратпое уравнене наз. неполнымъ, когда вт 

немъ нЪть члена, содержащаго 2 въ первой степени, или нфтт 
свободнаго члена, или н\тъ ни того, ни другого. Значитъ, не. 
полныя квалритиыя у|ммиюШя могутъ быть только трехъ сл$- 
дующихъ пилой: | | ” 

1) аля -|- бы 0 ‘(когда $ =0); 
2) ал | р 0 (когда с=0); 
3) ай =: 0 , ‘(когда Б=с==0). 

Разсмотримь р/мпон!е каждаго изъ нихъ. 
Т. Инь ураиненыг ай --с=0 ИИ слБдующя равно: 

спальный урпанешу’ 

аж щен = ——. 
з а 

‚ Посл®днее уравнен!е требуетъ, чтобы квздрать неизвфотнаге 

равнялся числу — ‘/,; значить, неизвЪстное должно равняться 

квадратному корню изъ этого числа. Это возможно только тогда, 

когда выращен!е — °/, есть число положительное, т.-е. . дробт 

‘’, есть число отрицательное, для -чего ^ необходимо, чтобы 

числа а и с были противоположныхь знаковЪ; если, нацр., 

с=—8 иа=-|-23, то ри 

с’ - —8... г С 
с а 

Уеловимся обозначать знакомъ у/_ только ариеметическое вна- 

чеше квадратнаго корня и примемъ во вниман!о, что квадрат. 

вый корень изъ положительнаго числа амфеть два вначеня 

($ 165, пт); тогда Ане 8 ралпобильно такому: 

Обовначая одно значене. корня чоролъ х,, а другое черезт 

т, мы можемъ послднее уравнене подробифе выразить такъ: 

= —— 2. жк — ——. 
1 а’ % а 



м пы = 

Такимь обривомъ, иъ отомъ сдучаВ получаются 3 различ 
ныхЪъ рфиниИя квадратнато уравнен]я.. 

Если ко буквы с и а означають числа съ одинаковыми заа- 

ками, то выражене —‘/, представляеть собою отрацательцое 

число; тогда уравнене а2*-- с =0 не можеть быть удовлетво- 
репо никаклыъ вещественнымъ числомъ; въ этомъ случа гово- 

ритъ, что уравнен!е имфетъ два мнимыхъ нория. ' 

Примръ 1. Рёшить уравнеше 348 —27==0. 

За ==97; 419; #=-БУ9===-8. 
(подробнЪе: ‘д, =53, 2, =— 8). | 

Прим ръ 2. РЬшить уравнен!е 2*-- 95 =0. 

2'=—25; #=: =И— 25; корни мнимые. 

‚т Чтобы ршить уравнен!е ах--5е==0, представимъ его’ 

такъ: 2(ах -|- 5) =0. Въ этомъ видф лЬвая часть уравнен1я пред- 

ставляеть собою произведен!е друхъ сомножителей; х и ах--Ъ. 

Но чтобы произведеше равнялось нулю, необходимо и достаточно, 
чтобы какой-нибудь изъ сомножителей равнялся нулю; слфд., 

разематриваемое уравнен!е удовлетворитея, когда положимъ, 

что х==0, или ах-|-5 ==0. Второе уравнев!е даетъ: 2== —'/4 

Звачить, уравнен!е о. иметь два Е 

корня: а, =бО их, = —*,.. 

` Прим ръ. 253 —Ту=0, ое 7)=0; 4, =0; а, = 

ПТ. Наконецъ, квадратное уравлене ай ==0 ИВОКЬ Е 
аз 5-0) только одно рёшене х== р | ео 

214. РЕешеше урапневшя вида а рю ре 0. Це- 
ренеся свободный членъ въ правую часть, получимъ: я1--. 

- 05 = —9. Двучленъ 2'-|-рх можно разсматривать, какъ вы- 

ражене 2*--2.?/.х, т.-е. какъь сумму квадрата хо съ удвоен- 

нымЪ произведенемъ х на 7?/,.‘ Отсюда заключаемъ, что если 

къ 910му двучлену придадимъ чиело (2/,)?, то получимъ трех- 

члент, продотавляюцщий собою квадратъ суммы #--?/,. Зам%- 

тивъ вто, приложимъ къ обфимъ частямъ уравнеея по (?/,)*; 
тогда получимЪъ тлкое равносильное уравпен!е: - 

г -|- ()-- а () ли (++) = ()- (. 



Посл днее уравнешо требуетъ, чтобы квадратъ числа х -|-*/, 

равнялся (2/,)\-= (1; ото оцачить, что первое число веть короне 
квадратный изъ второго, Обовиачая попрежнему знакомъ У 
только ариьмотитоекое инпчено квадратнаго корня и принярт 
во внимии|0, 410 кладруАтПьй корень имфетъ два значешя, отли. 

чающяся ципклми, мы можомъ написать: 

[В + = т УЕ 

г . „=: (2 я п, слов, и=— 5 - () | д. 

пли подробно: 
| : Е 

и=-В+У (2) и .=—5— (5) —94. 

Викакого третьяго значеня х имфть не можеть, тажъ какл 
сумма #--7/,, будучи такимъ числомъ, квадратъ котораго дол. 
женъ равпяться числу (1, —9, можеть имЪть только 2 ука 
занныхъ эначен!я. 

Полученныя 2 формулы для неизвьЪстнаго 2 мы можемъ вы: 

сказать такт; | | 
неизвЪстное нвадратнаго уравненм, у котораго коэффищентт 

при 5? есть 1, равно половинф коэффищента при неизвфстномъ 81 

1-Й степени съ противоположнымъ знакомъ, плюсъ, минусъ корен: 
квадратный изъ квадрата этой половины безъ свободнаго члена. 

ЗамЪ чаше. Если р есть число отрицательное, то выра: 
жене —?/, должно быть чиеломъ положительнымъ; точно такт 

же если 4 число отрицательное, то —4 число положительное, 

ры ры, 1) 2—2 10-0; эдЪсь р==— 1, а 

и „= ба ку 

Сл®довательно: И д + 



= 222 = 

Повбрки: й"-- 7.6 -|- 10 ==0; , 28 —, № 

3) 41 --#-— 630; здьь р=-Ц,. т ‚ поэтому. 

Повфрка: 38 —8—6=0; (—2) —(—2)—6-==0. 
3) 21—22--5==0; ВИ У. - Корни 

^ мнимые, | | 
4) 2*— 182-281 =0; везут Уравнение 

иметь только одинъ корень. 

25. Ршенше уразненя вида а в=0. 
РаздфливЪъ вов члены этого Я на а, получимъ; 

Примвнимъ къ этому виду уравнен1я формулу, выведенную 

раньше для УранЕеа я ух 9-== 0, пи упроетимъ ее: 

® с | ИЙ— 4ав 
ое оны ЕЕ и, 4 ————— 

тя: 247 44 а =} да? 

В, И — 4 _ 6-Е —4е 
2", 094 > 2а о?’ 

т.-е. неизвфстное чвадратнаго уравненя равно дроби, у которой 
числитель есть поэффищентъ. при неизвЪстномъ въ первой стелени 

съ противоположнымъ знаномъ, плюсъ, минусъ корень квадратный 
изъ квадрата того же коэффищента бёзъ учетвереннаго произведе:^ 

ня ноэффищента при неизвфстномъ во второй степени на свободный 

членъ, а знаменатель есть удвоенный коэффищенть при неизвЪст- 
номъ во второй степени. 

Зам чаше. Выведенная рая представляетъ собою 

общее рЬшене квадратнаго уравнен!я, потому что изф пел 
можно получить какъ р$шене упрощеннаго полнаго урппии. 

Ш 2*--р22--9==0 (полагая а=1), такъ и рёшешо поиолныхь 
кипдратлыхь уразцевй (полатая 6 ==0 или с== 0), ь 



Прим Ърьь 

1) 32 — 75-40; здесь `а=3, 6=—7, е=4. 

-Т-И 84 19—48 17-у!` «ЕЕ Е о 4.8.4 1 ут _ т 

2) 91 — В |- 10 =0; здфсь а=2, 6=—3, 6==10. 

„„„ЗУС:8*— 4.2. 10 __3=у- 7 
2.2 4 ^ 

„= З-УИЯ „8-Й | 
И оо ах о 

Оба кория оказываются мнимыми. 

218. Упрощене общей Формулы, ногда коз 
фищентъ 5 есть четное число. Пусть 6 == 2%, то-ест! 

уравнен!о имфетъ видъ: 

к? | Кю - в = 

ее общую формулу, получим: 

ШВ УЕ — 4ае _ — 24 — у 4 — 4—0), 

Е в - — ас. 
= 24а. _ а 

Эту сокращенную формулу полезно также запомнить. 

"’ Примеры. — 

1) 521— 85—25=0; здЪсь а 5, == В ==-- 2. с=-—8 
ПримЁняя сокращенную формулу, получасиъ: 

ИИ ах: 10 4: а 

Е 1,09 
У26=5,09 (до 315); 21 == оз 18,18; Е =— 0,218 

2 == 

2) (4 — 653) — 9(24 — 6?) т-- 44 — 1 =0 



— д - 

По оокрищенной рр находим: 

одк. величина == 4а— доза ак дааа рана, 

а — а 2 —м— 

пи, о ВН" РЕГ 

Я И ее -а(а--5) 2.20 —5 
77 чиЕ а— : @а—в. И а—ь’ 

ь и. @--о@—Э-ае—9 за 
= — @т@-) а 
217. Число _ а ай ‘квадратнаго уравнен!я. 

Разсматривая ршен!е квадратныхъ уравненй, мы видимъ, 

что эти уравнен!:я иногда имфють два корня, иногда одинъ, 

иногда ни одного (случай мнимыхъ корней). Однако согласн- 

лись приписывать квадратнымъ уравнешямъ во вефть слу- 
халхъ два корня, разумфя при этомъ, что корни могуть быть’ 

ппотда равными, иногда мнюмыми. Причина такого соглашен!я 

состопть въ томъ,`что формулы, выражаюция мнимые корни 

уравнен!я, обладаютъ тёмий же свойствами, каыя принадяс- 

жатъ вещественнымъ корнямъ, стоитъ только, совершая дЪЙ- 

стия надъ мнимымн числами, руководитьея правилами, вывс- 

денными для вещественныхь чиселъ, принимая притомъ, что 

(Иа —@}* =—а. Точно такъ же, когда уравнен!е имфеть одинъ 

корень, мы можемъ, разсматривая этотъ корень, какъ два, оди- 

ваковыхъ, приписать имъ тф же свойства, кайя принадлежату’ 

разпымъ корнямъ уравненя. ПростЪйпия изъ этихъ ССВ 

Ася въ слБдующей теорем». 

216. Тэорема. Если аи 8 суть орни уравнены ре == 
== 0, ти 

= —р и 3 =9; 

т.е. Суниа кормой ниадратнаго уравнения, у нотораго ноэффищенты 

при х? есть *, разиа ноэффищенту при неизцфотномъ и Пери 



= 995 — 

степени, взятому съ противоположнымъ знанонъ, а произведено а 
ней этого уравнен!я равно его свободному члену., - *': 

‚ Док. Каковы бы ни были корни Я и В, ‹ они предвяяюея 
формулами: 

НИ - —9 Увы —. 

мые Г. 10) в) (-2и@- )-) НЙ 

.ч--(-/ 5) С+-ИЙ= 
Это произведоше можно пайти сокращеннымъ путемъ, осно. 

вываясь па ТождествВ: (а--5)(а—5) =а—95; о 

Е и Е 
в3= (1) (И) )- (14 «в 

Замфчане: Еслиаи в =. корни ур- Ня ах -|- ЕО 

или, что то же, и. Ире то 

а. 4—8 

СлЪдств!е. Не рЬшая квадратнаго ‘уравненя, мы можемт 
опредфлить знаки: его корней, ссли эти корни вещественные, 
Пусть, напр., имфемь уравнове 2-85-12 ==0. Такъ какт 
въ этомъ примБрЪ выражеве (2/2) —9‘'даетъ положительное 
нвело, то оба корня должны быть вещественные, Опредёлимъ, н 

р»шая уравнен1я, знаки этихъ корней. Для этого разсуждаемл 

такъ: обращая внимав!е сначала на свободный’ членъ (-- 12) 
видимъ, что онъ имфетъ знакъ --; значить, произведене. кор. 
ней должно быть положительным, т.-е, оба корня имЪютт 

одинаковые знаки. Чтобы опредфлить, каше именно, обратимт 

внимане на коэффищентъ при х (т.-е.. на -|-8); онъ имжетт 
знакъ--; слФд, сумма коэффищентовъ отрицательная поэтому 
одинаковые знаки у корней должны быть АО 

А, Киселевь, Алгебра. 



Подобными разсужденщями не трудно опредфлить виики кор. 
ной и но эсякомъ другомъ случаф. Такъ, ур-н!е 2% -|- 81 -» 19 ,ж 0 

имфогь корни съ разными знаками (потому что ихь и]иниии: 

доне отрицательно), при чемъ отрицательный корень имфотиь 
большую абсолютную величину (потому что ихъ сумма отрици. 

тельна); уравнен1е д — 81 — 12 =0 имЖетъ тоже корни съ раз. 

ными знаками, но большая абсолютная величина принадлежитт 

положительному корню, ь 

219. Обратная теорема. и между. 4 числами: а, В. 
ри 9 существуютъ таня двЪ зависимости: р == — (а-- 8) и 9 = 2% 

то числа ди В суть корки уравненя х?-|-рх--9=0 и 

Док. Требуется доказать, что каждое изъ чисель аи 8, 

при данныхъ въ теорем условяхьъ, удовлетворяетъ уравнек 

2°--рх--49=0. Для этого подетавимъ въ него на м$ето р вы. 
ражен1е — (а--В) и на мЪсто 4 произведене 28: 

| 2 — а 9-8 =0. 
Преобразуя это уравнене, послЗдовательно получаемъ; 

21 — д — 08 =0; 2(а—а) Ва -—а)=0; 

т @-а@е-в=6. | 
Если въ послЬднее уравнен!е на мфето х подставимъ число с 

или число В, то замфтимъ, что числа эти обращають уравнеяк 
ВЪ тождество: ре 

0.(«—В =0 и @— 9.00. 

Сл%л., а и В суть корни уравневя (2 — 9) (2—8) =0 и, зна. 
чить, также и корни равносильнаго уравневя 21-|- рх--4=0. 

СлЕрдстяе. По даннымъ норнямъ можно составить квадрат, 

нов уравненю. ЛТусть требуется составить уравневше, которалх 
корни были бы 2 и —3. ПодоживЪъ, что р==--[2-- (-—3)] и 
= , — (3), находимъ р =1, 9==—6. Значить, ; искомое урци’ 
нен!о будить; 

2 -2—6=0, 

Подобно отому пайдемъ, что числа —2и —2 суть корни урки. 

нен1я 2*-- 4 -- 4 иж 0, числа 3 и О—корыи уравнеш!я д = 1 в (), 
ит. и. 
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‚ 920. Трехчленъ второй степени. Разложение 
его на множителей. Выражене ал? --65--с, въ кото. 
ромъ < означаеть произвольное число (перемВнное), аа, 6 и <— 
какя-нибудь данных (постоянныя) числа, назыв. трехчленомъ 

2-й степени, Различ1о между трехчленомъ 2-й степени и лЁвок 

частью уравнешя ал -- %--с==0 состоитъ въ томъ, что вт 
трехчленв буква х овначаетъь какое угодно число, тогда какъ 
въ уравнен!и оци означаетъ только т$ числа, которыя удовле- 
творяють уравношю. Значен1я х, обращающя трехчленъ въ 0, 
наз. его нориями; эти корни вм$етЪ съ тзыъ и ‘корни уравне- 

в1я 44'--1%--с==0. Найдя ихъ, мы легко можёмъ разложить 
трехчлень па иножителей первой степени относительно =. ДЪй- 
ствительно, пусть эти корни будуть аи В. Такъ какъ эти 
чнела продставляютъ собою корни уравнен!я а2й-|- 9 --е==0, 

то, цо свойству корней квадратнаго уравнен!я, буден имЪтЬ: 

о откуда: 5+9 и 2 =а8; 
=! © 

`а ЕВ == — - и #8 = 

поэтому: 

‹ жа- ИН 

=1(— 9) —8 (1—9) =(<—9)(2—}). 

Умноживъ 06% части равенства на а, получимъ: 

дааа ен а (6—4) (2—1). 

Гакамъ образомъ, трехчленъ а27-|- 5х --с разлагается ва три 
мпожителя, изъ которыхъ первый равенъ коэффищюпту при 27°, 

& два друге суть двучлены 1-й степени относительно =, имен- 
но: разность между х и однимъ корнемъ трехчлепа и АЗНОСтЕ 
между х и другимъ его корнемъ. = р 
\* Трехчленъ 2 рх-9,. у котораго коэффищенть при 2 

есть 1, разлагается на 2 множителя первой степени относи- 
тельно 2: ‚. 
Г ориане-ае-у. й 

‚ Слбдстше. По даннымъ корнямъ квадратнаго уравненя можно 
составить это, уравиене (иначе, чВмь это было указано въ 
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конц 8 219); напр., уравнене, имвющее корни & м В, м 

(2—5) (4—4) ==0; раскрывъ скобки и сдфлавъ приведен пи. 

добныхъ членовъ, получимъ 2* — 9х -|- 20 —=0. Уравнене, имйн, 

щее корни —2 и’— 1, есть: Ш о ао ВР 

(2-- 2)(#--1) =0 или д-р 32-2 =0. 

Прим р-ъ 1. Разложить на множителей трехчленъ. 

о д Мы 221 —25 — 12. 

Рьшивъ уравнене: 24—25 —12 =0, мы найдемъ корву 

даннаго трехчлена; это будуть Зи —2. ИВВОВ выполним! 

разложение: р. 

25 ев -С а ба 

Прим ръ 2. Разложить на множителей трехчленъ ' 

32° | #--1. 

Корни трехчлена суть: ие и АУ -Ы — 

мы о а Ау =и)(: а 
=и). 

се ЕПуаьньи я 6 = 

Е —и ) (6=-Н1-у —и ). 

Прим Ъръ $. а баба — (35° -|- 2). - | а?53. 

р а 
Корни этого прехчдоно будуть: 2, = 22? = 3", 

р 

ООВ: бовая (ое 2а')ж-|- 940? — ба (5) (— 5 } — 
_ п = во (2 ^) (== а 

24, 35 

Прим ръ 4. Разложить (а? — 1)(5?-- 1) — 25 (а*-- 1), 
Замфтивъ, что данное выражёе есть трехчленъ 9-й сти 

пени относительно буквы Ь ‚ расположимь его по степепим, ото! 
буквы: (и — 1 — 21-176 (9—1). 

) = (2ах — 6?) (355 —а?). 



Корни вммли трихилень будуть ($ 216): 

ом! ЕР Г. Ее. я -1--2а _а--1 
р и — | . 1. а’ 

СЕ атм аб 
#1 в: я-то паи 

Ира, Аинный грехчленъ представится такъ: 

иич-.0(0- ИЕ - Тео еножо+о 6—0) 1—1 

=(%—Ъ—а—1) (6-6 —в4-1.. 

Прим ьръ 5. Найти значене х, выражаемое ба: 

ИРИ П = — 2 (см. $ 146). - 

Подставивъ на мфсто « число —2, находимъ, что дробь при. 

нямасть неопредёленный видъ 5. Для избёжан!я этой неопре 
дЪлонности разложимъ числителя и знаменателя на множите 

лей, Такъ какъ ‘корни числителя суть 3 и — 2, а корни зна 

менателя '/, и —2, то дробь представится такъ: 

_ 2—8). 
—3@-9@-+э’ 

Мы видимъ теперь, что числптель и знаменатель наше? 
дроби имють общато множителя а--2. Множитоль этотъ прь 
всзхь значешяхъ а, не равныхь —2, но равенъ нулю; по. 

этому при всЪхъ такихъ значеняхъ @ дробь можно сократит» 
на ИЕ 2: 

м. _ 2—8) `2а—6 
$(а—8) 3а—5° 

Если по условямъ` вопроса, при рьшен!и котораго получи. 

лась данная дробь, возможно допустить, что величина хи 
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при = —2 лыражаотсл т01о же сокрацеппою дробью, какон 

она выражаеел при а — 2 \), то тогда пайдомь! 

2([—2)—6 — 10 10 

ГЛАВА П. 

Н5которые частные случаи квадратнаго уравнен!я. 

221. Случай, ногда нкоэч‹фишентъ а очень 
малть. Вычислене корней ур. вх? -|- 6х -- с =0 по общей формулВ за: 
труднительно въ томъ случаЪ, когда кооффищенть а очень малое числе 
сравнительно съ $ и с. Въ самомь дЪлЪ, вычиеляя корни по формул: 

ий —4 ас 
24а 

мы въ ‘большинствв случаовь должны довод.ствоваться приближенной 

величиной У — 496, в олёд., и воого чиолитоля, Разд®ливъ эту прибляженную 
величину на 2а, мы тЪмъ овмымъ раздрлимъ па 2а и потрфшность, съ ко- 

торой вычиоленъ чиолитель формулы, Мо такъ какъ, по предположенно, 
2а очень малая дробь, & дёлопо ма малую дробь равносильно умноженю 

на большое число, то погр»иность визчительно возрастеть, волЪдетв!е 
чего окончательный результать будотъ далекъ оть истинваго. Юели, на- 
прим ръ, 2а ==.0,00001, и мы вычиолили У -— 4ас до четвертето десятич- 

наго знака, то предЪяъ погр8шиости иъ окончательномъ р будетъ 
0,0001 : 0,00001 = 10. 

Для вычисленя корней урапиошя в» этомъ случа ая болЪе 
удобный способъ такъ называемаго поолфдовательняго приближен!я. 

Занвтимъ, что при очень малой неличин$ а одинъ изъ корней уравне- 

: 6 
ия немного отличается оть — у, 8 другой — весьма большое число (по 

абсолютной своей величин). ДЪФотпительно, уравнен!е ах? -|- 6% с =0 
равносильно такому уравненно 

а? -|- Бо + с 
я . =0, 

1) Если, напр., извЪстно, что значем!о вохичины х пря а==-2 должно 

служить ‹ предъломь тВхъ значенй, которыя 4 получаеть, когда стремится 
къ равенству съ — 2, 
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которому можно придать ввлъ: 

1+9. 
Такъ какъ — а близко Кь лулю, то посллпее уравнее можетъ быть 

удовлетворено ТАКИМИ пачонями &, При которыхъ одинъ изъ сомножи- 

телей лрвой чаоти урипиеи сломиетя очень малым числомъ, & другой— 
не очень болыниму вто будет имёть мно или тогда, когда придадимъ я 
весьма больное ибоолютиое пначени, наи же тогда, когла, х будетъ бхи- 

зокъ но -- "/, 
Покажем, ВАХ ВЫЗИОлИТЬ ОР ин» Корнай, коборыЙ мало отличается 

оть ==" (друг короны Идем вычри пориный изв 1), 
Из уриоцийя иыиюдимь: 

, В ь, ) 

АИТ 

Тькь какь в -- очинь инлоо число, & ми № па очонь велики и но очень 
малы, то абиолютиля воличина дроби ®“/ь очень мазь Препобротая отимт 
членомт, получихь дал @ порвов прибдижои!е: 

6 
#=-—.. 

| 

Вставивъ это значеше въ правую часть УР. (1), аи» второе при: 

аи боле точное, чВыъ первое: Е 

Вотавивъ эту величину въ правую часть ур. (1), волучимъ третье при: 

блажен!е, еще болфе точное. Подобнымъ же путемъ можемъ получить, если 

нужно, четвертое и слфдующя приближеня, Е: 

рам 1) Рышить ры 0,0032 -- 52 —2 =0. 

Бо А Е — 600064. 

‚ Первое приближеше == 0,4. Это число болфе истиннаго значешя м, по: 

тому что намъ пришлось отбросить отрицательный члепъ — 0,0006л2. 
Второе приближене == 0,4 — 0,0006.(0,4)2 = 0.399904. Это чиело мене 

истиянаго значеня х, потоху что для получешя его мы подотавиле 
вмЪето я? число, обльшее аз, отчего вычитаемое увеличилось, & разносте 

уменьшилась. 
Третье прибликеше = 0,4 — 0,0006 . (0,399904)3 = 0,399904046...; онс 

должно быть больше истиннаго значеня, такъ какъ для полученя его мы 
подставили на мфсто 2? число, меньше #72, отчего вычитаемое уменьшилось, 
а разность увеличилась. Четвертое приближен оказалось бы ‚ меньше 
истинлаго значеня итд. ' 

Такимъ образом, 0 39 О: 
‚399904 < = < 0,399904046.... 
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Отоюды лилии, что, мзлиъ въ мото © порое приближен №, 1, одтапомя 
оптибку меню рлиности 0,4—0,399904, т,-е. моно 0,0001. Вань им1нито © вто 
ров приближен 0,390804, сдвлаемъ ошибку менЪо разности ОЗММИКНОАЦ, , , -- 

0,300004, т.-е, монфе 1-Й десятимиллюнной. Такимъ образом, поблАло 
ватольцыя приближденя оказываются все бохфе и болБе точиыми, 

Другой корень получается вычитажемъ найденнаго корня изъ о = 
[ ‘ 

==" — 1066, (6). Если для первато кория возьмемъ число 0,4, то другоН ам 
„в — 1667.(6). 

2) Рёшить уравнен!о 0,0072 —#--2 =0. 

: 2=2-{ 0,0075. 

Первое ав = (съ недостаткомъ), 
Второе приближен!е == 2 -- 0,007.22 = 2,028 (съ нодоетелкомт), 
"Третье приближен!е = 2,028789488 (съ ведост.). Такъ какъ эти прибли. 

женя вс съ недостаткомъь и идуть увеличиваясь, то, значить, они все 
бояфе и боле приближаются къ точной величин х. 

Сравнивая второе приближене съ третьимъ, виднмъ, что у нихъ пер- 
вые три десятичные знака одинаковы; отсюда заключаемъ, что, положиве 
1 = 2028, сдфлаемъ ошибку мевфе 0,001. 

222. Случай, когда с очень малое число, 
Способъ послЗдовательнаго приближещя примфнимъ и тогда, когда свобод- 

ный членъ уравнешя очень малое число сравнительно съ аи 6. Въ этомъ 
случа одинъ изъ корней близокъ къ —/., а другой—весьма, малое число. 
Въ этомъ нетрудно убвдиться, если уравненю придаль‘такой видъ: 

и ж (ав РО = с. Е | 

"Так какъ, по предположению, абсолютная величина, — с очень мала, то 
уравнен!е, очевидно, удовлотворитея Е =, или очень близкомъ къ 0, или 
мало отличающемся оть —°/.. ° } 

Чтобы найти корень, ихБющ Ш очень малую величнну, представимъ 

уравнен!е снова въ вид: и ; 

т © 
& 

Такъ какь а и $ суть числа не очень большия и не очень малыя, а 
абсолютная величина =? очень мала, то для перваго приближеня можно 
пренебречь членомъ 2^/,; тогда, получимъ: , 

й 

= РР р 

Вотлпипъ это значене на мЪсто х въ правую часть уравнения (1), по. 
лучимь второе приближен!е; подобнымъ же Ома пода, если вужни, 

и слвдуюня приближещя, 

ПримЪръ. Рашить уравнене 252 -- 5 — 0,003 =0. 
® = 0,0008 — 249, 
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'Порво приблажеше == (0,0003 (съ избыткомъ). 

‚ Второе приближене === 0,0003 — 2.(0,0003}2 = 0,002982 (съ недостатком»). 
Третье приближен 0,002082216352 (съ избыткомъ). 
Положивь &@ за (002097, олфлломъ ошибку менфе одной миллонной. 

Друтой коронв урмиюшщЯ м в 0,5 = 0,002082 эз — 0,502982, 

ный 

ГЛАВА 11. 

ИзельлопаШе кпалратнаго урапненя. 

223. Ногда норни бысаютъ вощестпенные 
и ногда они мнимыью. Палсмотримь, кая рЧицошя полу- 
чимотея изъ формуль: 

И дас —5-—Ий— 4 
= 28а’, а 2а 

при различныхъ частныхъ значен1яхъ коэффищентовъ а, $ и с. 

Характеръь этихь рёшенй зависить оть подкоренного вы- 

ражешя 53 — 406. ДЪйствительно, изъ формуть видно, что; 

1) если 5 — 406 >0, то оба корня вещественные и неравные; 

2) если 5? — 4ас=0, то корни вещественные и равные; 

и 3) если 52 —4ас < 0, то оба корня мнимые. 

Нолезно замтить, что когда Числа аис — противоположных 

знаковъ, то произведене ас представляеть собою отрицательное 

число и, слЪд., выражен!е — 4ас есть тогда число положитель- 

ное; такъ какъ, кромВ того, при веякомъ численномъ значени 

коэффищента 5, не равномъ нулю, число 6% всегда положи- 

тельно, то выражене 5*— ас дастъ ръ этомъ случа положи- 

тельное число, и поэтому оба корня должны быть вещественные 

неравные. Напр., мы можемъ утверждать заранфе (а рог), 

что ур. 32* --- 2х — 8 =0 имфеть вещественные неравные корни, 

такъ какъ первый и трет его коэффищенты имфютъ противо- 

положные знаки (корни этого уравненя суть , и— 2)... 

Вещественные корни квадратнаго уравнен!я могутъ быть оба 

положительные, или оба отрицательные, или одинъ положи- 
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тольпый, & другой отрицитольный, О звачоши оэтихь рмнешй 

эдфеь можеть быть сказапо го же самое, что говорилось рииьие 
при изслЯдовиШи уравненя первой степени. 

Мпимыо корви, конечно, означаютъ невозможность задачи, 
изь услоШй которой выведено квадратное уравнен!е. ' 

’ 924. Значене общихъ ‹Формулъ при а= 0. При 
вывод» общей формулы для корней уравневя а2?-- 5е-|-е =0 

мы приводили его къ виду 2' -|- рх--9==0, для чего намъ нужнс 
было раздфлить вс члены уравнен!я на а. Но дфлене на а 

возможно лишь въ томъ случаВ, когда а не равно 0. Слд., 

формулы: | 
—Ь--У 5? — 4ас ь р — У —4 ав 
м, РД ЫНы т. т —-——=— 

: 2а 

выведены въ предположени, что коэффищентъ а не равенъ 0, 

и потому, конечно, нельзя заранЪе требовать, чтобы он давали 

вфрные результаты и при а =0. `Однако посмотримъ, во что он 

обратятся при этомъ предположени. Подставивъ въ нихъ на 

м$ето а нуль, получимъ: 

Такъ какъ знакомъ У’ мы условились обовначать тольк 

зриеметическое значен!е корня, то у" = въ томъ случа», 

когда ® число положительное и 5" ==-—Ъ, когда В число отри. 

цательное (напр., если 6 == — 5, то У(— 5) =у25=5=—(—5)) 
Поэтому: 

Г.Е _о 
при а=0 ь 0 0 

и при 6 положит мб бань р ожительномъ | и ==. 

Ь—Ь —9 
ИРИ @=0 и, 

‚и при $ отрицательномъ , —Ь+ь 0 
== о =’ 



Значить, При а=0 общая формула даетъ для одного ив? 
корней неопред®лонное пыражене 9/,, а для другого — выраже. 

ве со, Между тфыгь, когла а =0, квадратное уравнене обра: 

щается въ уритиоше 1-Й степени: 9х -[- с = 0, дающее для х тольк 

одно значен!0: им —"/, Мы видимъ такимъ образомъ, чт 

обпия формулы по днють правильнаго ршевя для случая, 

КОГДА @ в (), 

225. Постинимь топорь такой вопросъ: если коэффищентт 
а по рушинь 0, в только приближастся къ 0 какъ угоднс 

близко, 10 къ чему будутъ приближаться (къ какому предфлу’ 

величины кориой кзадр. уравнов1я? Пока а5=0, мы имземт 
право иримйилть паши обиМя формулы, Изъ пихь усматри. 

васмъ, что, когда и приближается къ 0, одихь изъ корней 
должонЪъ уполичиваться (по абсолютпой величин) безгранично, 

а именно это будетъ: 1: при 8 >0 и х, при 6<0. Дфйстви: 

тельно, по мФр8 приближешя а къ 0 величина радикал: 

И? — 4ас будетъ все бол№е и болфе приближаться КЪУЙ, т.-е. 

КЪ В, если это число положительно, и къ.— 6, если 6 числ 

отрицательное; слЁд., числитель дроби, выведенной для #2,; вт 
первомъ случа, или для 2, во второмъ случа, будетъ стре. 

МИТЬСЯ КЪ — 25, тогда какъ знаменатель ея безпредёльно умень. 

шается; при этихъ усломяхъ величина дроби должна безпре. 

двльно возрастать» = ,. , , 

Что же касается другого корня (т.-е, х, при 6`>0, 

или 2. при 5<0), то изъ общихь формуль мы прямо не 

усматриваемъ, къ чему стремится этотъ корень, когда а 
приближается къ 0; не усматриваемъ потому, зто въ дроби, 

опредфляющей этоть другой корень, и числитель и знаме- 
натель оба приближаются къ 0, и потому о величин самой 

дроби мы нё можемъ ничего сказать опредфленнаго. Попро- 

буемъ преобразовать обп]я формулы такимъ образомъ, чтобы 

буква а не входила за разъ и въ числитоля, и въ знаме- 
пателя дроби, а только въ одинъ какой-нибудь изъ этихъ 

члоновъ. ‘Такое преобразоване возможно ‹ выполнить. Дан 

нюто стоить только дробь, опредфляющую 2х, освободить 

огь радикала въ числителВ такимъ же пр!емомъ, какой быль 
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гами уканайъ ]миёно (8 210) для освобождены огь ридщеноца 
внамонателя дпоби: 

ь (.- $ - ИЙ— 4ас)(—5—уй— Час) _ 63 — (61 — 4) 

и 2а(—5—уУз—4ае) | | — заС-УИЕи) ^ 

УИТНИ 
^ 2а(—5—Ум— 44) —5-Уй—4ас 

Сократить дробь на 2а мы имФли право, такъ какъ число е 

мы предполагаемъ не рАвЕЫМЕ нулю, & только приближающим: 

ся къ нулю. 
Подобно этому для Я: мы получимъ: . 

Е __ -5—Ий—4ае)( Че (—--ИИ4в9 _ _ 88 (63—46), 

В — за(-ьу Ру — 4). © р — за(--уй- -14°) 

4 ав | `9с 

аъ РУй =) ъуЙе 

Изв этихъ формулъ видно, что когда а приближается къ 0, 

то при &>0 величина 2, и при $<.0 величина 2, прибли. 
жаются все ближе и ближе къ числу ?°/—оь, т,-е. къ У ‘у 

Такимъ образомъ: 

` если въ уравненм ах? -- фх-—-с =0 и а приближаетси 

какъ угодно близко нъ 0, то абсолютная величина одного изъ нор 

ней безпредфльно увеличивается, а другой ры Пт кан 

угодно близко нъ числу —с/ь. 
Возьмемъ, напр., уравнеше 0,0015*-- 8 —5 =0, въ которомл 

коэффищенть при 2? очень малъ. Примзная сокращенную фор 

мулу ($ 216), получимъ: _ 

—4==и16--0,005 _ —4 = 16,005. —4-==4.000694.., 
>) — — = вин в> 

0001 . 001 ^^ 50,01 
0 ‚000624,;, — 8,000624.. 

1, о 0 КТ) 0, 624. ть ; == т 
0,001 

4 

Мы пилимь тикимъ образомъ, что одинъ корень ласъий @ли. 

зокъ къ чиелу =. '/„„ которое въ этомъ прим рй рапно ‹* (^'/).- 
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==--*/, =0,625; другой же корень пибеть очень большую абео- 

лютную величину. ‘а 
Если вЪ томъ же уравпени еще умевьшимъ кооффищевтт 

при 2', па! ., возьмомъ уравнев!е такое: 0,000127-- 8&# — 5 ==0, 

то для г, получимъ число 0,0249, еще боле близкое къ —‘/,. 

а для 2, ВАЙдомь число — 80000,6249..., абсолютная величина 

коториго ещо больше, 

2386. Задача о двухъ иоточнинахт свЪ та. Чтобы 

на прим уклинть опачеше различныхь случаевъ, каке мо. 

туть иредотипитьел при рошонйг квадратнаго уравнен!я, изсл»- 
дусиъ саФлующую адачу о двухъ источпикахъ свЪта: 

На прямой ММ (черт. 24) въ точкахь Ди В находатся два 

источника свЪта. Ча разстояши одпого мотра сила свЪта пер. 

вато источника равна а свЪчамъ, а сила свЪта второго равна [ 

свфчамъ. Разстояне между А и В равно 4 метрамъ. Найти н: 

прямой ММ такую точку, въ которой освфщене отъ обоихт 

источниковъ было бы одинаковое. 

_Искомая точка можеть находиться: или направо отъ 4, иле 
нал%во оть А, при чемъ въ первомъ случа она можетъ ока. 

заться или между А и В, или за В. Сдлаемъ сначала пред 

положене, что она находится направо отъ 4, между Аи В 

напр., пусть это будетъ точка С, отстоящая отъ А на х футовъ 
\ & Е ' 

М с. А © . Ра В е, Х 
Я пить еже они ото 

а оке" 
4 

Черт. 24. 

Изь физики извЪетно, что степень освщен1я, при одинаке- 

выхъ прочихь условяхъ, обратно пропорцюнальна квадрату 

разстояшя оть источника свфта, т.-е. если освзщаемый пред: 

меть удалить оть источника свЪта на разстояше, въ 2 раза, 

} раза, 4 раза и т. д. большее, то степень освфщеня умепь 

иится лъ 4 раза, въ 9 разъ, въ 16 разъ и т. д. Согласно злом у 
иамону, осли бы точка СО’ отетояла отъ А только на 1 метрь, 
ни опа осп\щалась бы этимъ источникомъ такъ. какъ.будто ии 
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нее мадпли лузы оть а св$чей; но тавъ какъ она отетоцт 
оть 4 ца = метр., то отешень ея освъщеня этимъ источником 

[1 | . 
будеть 2. Подобнымъ же разсуждешемъ НАДО, что точка (< 

отстоя оть источника свфта В на @—з метр., будетъ освй 

щаться имъ съ силою ат. Вопросъ задачи требуетъ, 97061 

а Г!) | 
28 — (@— @—= . (1 

Таково будетъ уравнене, если т точка лежит 

между А и В. Допустимъ теперь, что она находится направ 
оть В (напр.’въ С,), на разстоящи 2 отъ 4. Тогда, попрез 

а а 
нему, степень осв8щеня ея источникомъь А будетъ дз от 

. С * .. Й ® 

источника В точка С, ваходится на разстояи х— 4 метр 
поэтому степень освзщен!я ея этимъ иеточникомъ выразитс. 

——., и уравнеше будетъ: @—4*’' Ур Уд ‹ 

а ‘6 
—=.—_щ (1 

(1—4}* 

Сравнивая это уравнене съ ур. (1), находимъ, что они оди 

наковы, такъ какъ (4—2) = (1—9). Замфтивъ это, можем’ 
утверждать, что, уравнене (1) включаетъ въ себЪ и этоть втс 

рой случай: если окажется, что уравненно (1} можеть удовле 

творить такое значене х, которое больше @ (разстоян!е между . 

и В), то это значене х и будетъь означать разетоян!е отъ 4 до С 

‚ Теперь сдфлаемъ третье ‘предположене, что иокомая точк 

находится налЪво оть А; пусть это будетъ точка С, отстояща, 

оть 4 на х футовъ, Тогда степень в ея источникомъ 2 

ИН 
случая мы будемъ имфть уравнен!е: 

равна, = а источникомъ В равна елФд. для этог 

Е В | (! 

д (Ц-Е м’ | 
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Это урапиеме иежые получить ивъ У. (1), *оли въ послёд. 
мемъ замфиныь м мц = и, ДЪЙствитольно, сдЪлавъ такую ви 
мЪпу, получимь! 

и 

(—ш» “= == №" 

Но (вм и 4- (—4) = 4--х; слВд., получившееся 
Уосд® вам ия уришноше и есть ур. (3). 

Тенерь мы можемъ утверждать, что уравиене (1) соотвёт. 

ствувть псфиъ тромъ предположеняит, если только допустимт, 

410 буква э въ немъ есть алгебраическое число, т.-е. что он 

монить овначать и положительное число, и отрицательное 

(и нуль). Если, рьшивъ это уравнене, мы увидимъ, что ем} 

удовлетворяетъ какое-нибудь положительное число, то это числ 

будетъ означать равстояне искомой точки отъ А направо, пре 

чемъ она можетъ лежать или между Аи В, или ва В, смотр: 

по тому, будетъ пи это положительное число меньше числа а 

или больше его; если же уравнен1ю (1) будеть удовлетворят! 

какое-нибудь отрицательное число, то это будетъ означать, чт 

равноосвёщенная точка находится налёво оть А на разстояни 
равномъ абсолютной величин этого а числа. Рё. 

шимъ теперь уравнене (1): 

д= м а } а(@— =) = 7; 

д Задай ый; (&—6) 53 — 2айл -- аа =0, 

Такъ какь коэффищентъ ри х дЪлится на 2, то по вовра: 

щенной формул ($ 216) находимъ: 

—_ аку (а — Бом _ча=ауз. 

Если примемъ во внимаше, что а==(/а)*, Уя6=Уауф и 
Ь == (У), то въ числителв полученной дроби мы можемь вы- 
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ности ча скобки ву, а знаменателя можемъ разложить на 2 

мпожитоля: 

(Уз--УЗ (Уа—УБ 

Слвдовательно: я: == ет 1 = _ Ча. 
Ув Ув 

Такъ какъ, освобождая вх отъ знаменателей, мы 

должны были умножить обф части его на выражеше 2*(@ — )*, 
содержащее неизвфстное, то мы должны еще рёшить вопросъ, 

не ввели ли мы тЪиъ самымъ постороннихъ р8шенйЙ, обраща- 

ющихь въ нуль выражене, на которое умножали. Это выра- 

жен!е обращается въ нуль при 2=0 и при х=4;’ни то, ни 

другое изъ этихъ значен!Й х не вначится въ числВ найденныхь 

нами рфшенй квадратнаго уравнен!я; значить, постороннихь 

р8шев!Й мы не ввели, 

Разсемотримъ теперь равличные случаи, как!е могутъ пред. 
ставиться при т8хъ или другихъ численныхь вначеняхе 

буквъ а, Би 4. Прежде всего находимъ, что такъ какъ эти 

числа по смыслу своему положительныя, то мнимыхъ рёшев!й 

въ нашей задач быть не можеть (подъ знакомъ радикала 

стоять лишь числа а и $). ВсВхъ различныхъ случаевъ можетт 

представаться пять: у 

1) Если а>Ь, то оба корня положительные, при чемъ такт 

какъ Ув—У < Уа<Уа--УЪ, то да, в ха. 
Значить, въ этомъ случаВ двВ точки удовлетворяють во: 

просу задачи; об$ он расположены Ниро отъ 4, одна между А 

и В, другая за В. 

2) Если а<Ь, то х; отрицательное число, а хи положитель 
ное, при чемъ ги<.4. Положительное рфшен!е показываетъ 

что искомая точка лежать направо отъ 4, именно межд; 
А и В; отрицательное же рёшен!е означаетъ, что есть еп 

другая равиоосввщенниея точка, лежащая налфво отъ 4 ин: 
разетоян!и, разпомъ абсолютной величин отрицательних 

овшеня. 
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3) Если а=6, то 2, =2500 и хи==9/2. Второе рёшене озна 
чаетъ, что при равонстьв силь источниковъ свфта равноосв* 
щенная точка должна ложить посродииВ между ними; перво 
же рвшошШо покмуниить, что по мМрЬ того, какъ а прибли 

жаетсл къ равоцетву 6 6, искомаи точка безпредёльно уда 
ллотея пли патраво оть Л, илм над\ию оть Д, смотря по тому 
будоть ли а, приближаяеь к 6, остиваться больше или меньше 

при отомъ другаи рапноосуищчиниы гочка будоть приближалье 

все бол\о и боле къ серодииЪ равотоншя между 4 и В. 

4) Поли 4->0, при чемь 436, то др = 0, а 0, Это вначитт 
что осли ранетонИо можду двумя норалными источпиками свЪт 
умешииаотея, приближаясь къ 0, то обв равноосвфщенныя точк 
поогрипиченно приближаются къ источнику А. ' 

5) Если @=0 иа=Ь, то 2,=0/0, хн=0. Такъ какъ чи 
селитель и знаменатель дроби, опредфляющей величину ат, в 

содержать никакого общаго множителя, обращающагося въ 
при едфланныхь предположеняхъ, то надо ожидать, что значе 

н1е х; означаеть неопредленность задачи. И дйствительнс 

если источники свфта—одинаковой силы и помфщены въ одном 
мфот», то всякая произвольная точка будеть ими одинаков 
освфшена. р | | 

’ ГЛАВА Г. 

Комплексныя числа. ‚ 

2217. Цфль введена въ алгебру мнимых 
чисел. Корень четной степени изъ отрицательнаго числа, какъ м 
видфли ($ 165, 1\), не можеть быть выраженъ ни положительнымъ, н 

отрицательнымъ числомъ; такой корень называется мпимымъ числомъ. 
Введен!е въ алгебру мнимыхъ чиселъ вызвано соображешями, подобнцм 

тВмъ, по которымъ въ нее допущены отрицательныя числа: и тв, и друг! 

имфють цвлью обобщить нфкоторыя &лгебраичесвя предложеня и формул 
Напр., допустивъ мнимыя числа, мы можеиъ принимать, что квадратно 
уравнеше имфеть всегда два корня, что трехчленъ 2-й степени разлагае 
всегда на два множителя первой степени и т. п. Особенно важное зн 

чеше ижЪють мнимыя числа въ теори уразнешй высшихь степеней. 
Замътимъ, что корень всякой четной степени изъ отрицательнаго числ 

сводится къ нахожденио корня изъ нвадратнаго кория изъ отрицательнаг 

А. Киселевъ, Алгобпа, | 16 



—= 949 = 

У Ди 3 =— 2" = ПУ 1-3] 

числа; тикъ, и 2 = ИИ и вообще И —а= т Портому въ 

дальнЪИшемь иэложени мы будемъ говорить только ©® ИАратном порив 

изъ отрицательнаго числа, 

223. Условя, подъ ноторьиии вводят мнимыя 

числа, Этихъ условй два: | 

1) согласились разсиатривать ига, В —а есть какое угодпо отрица- 

тельнов число, какъь число особаго рода, квадратъ которато равенъ — а; 
2) согзасились производить вадъ мнимыми числами дзйствя и преобра- 

зовантя по твмъ же правиламъ, по какимъ они производятся надъ числами 

вещественными, принимая всегда, что (у) =--а. а 

229. Приведен! У—а къ виду Ув ет Манибв число 

вида У — аможно заиёнить другимъ: Уя У — 1. Дъйотвительно, И —а, со- 
гласно первому условию, есть такое число, квадратъ котораго равенъ — а. 

Но Уз У—1 также есть такое число, квадрать котораго равенъ —а, по 

тому что, примфняя къ этоху выраженю правило о возвышен м въ сте- 
пень произведен!я (согласно второму условйо), получимъ; 

(УТ = (ИИ ==. 
. Условились сокращенно обозначать выраженше У —1 одною буквою $ 

{ ачальная буква слова пларшайе, что значить инимый). а обра- 
зомъ, пишуть: 

‚ 
г 

Уи = ИЗ = УЗИ: Уз: 

Приведеше мнимаго числа къ виду, содержащему множителя $, яснфе 

обозначаетъь мнимость радикала, мотора в того можеть быть не 

вноднз явною. ") . ху 

х 

239. Номплексныя числа. Общий видь всякаго веществен- 
наго иди мнимаго числа есть а-- 6$, гдВ а и 6 суть кащя-дибо веществен- 

выя числа, положительныя, отрицательныя, или равныя нулю, & $ — обозиз- 

чеше ИУ —1, Число вида а--№М наз. комплексным числояъ 1); въ немъ 
а ость вещественная часть, & мнимая часть. При а-==0 оно обра- 

щается въ мнимое число Ы=ЪУ—1=И—; при 6==0 оно даеть 
в --0.1, что равно одному вещественному числу а, такъ кажъ произве 

1) Олово „комияеконый“ означаеть по-русски „сложный“, „составной“; та- 

хое пазване числу виды а +--& бышо хано впервые ивыенкимь математикомъ 

Гауссомъ (1777-1856), Паввае „мнимый“ (шастшаге) было введено фраи- 

пузскимъ матемитциомъ Дениртомъ въ 1637 г, 
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дом10 0,3, воланио учлоьии второму 9228-го, иран приниматься рая 
цыи» пудю, 

Диа комиломоныхь числа вида а-- 9, в — М наз. сопряженными. Под 

чакимъ ьндонъ предоставляются корни квадратваго уравненя, когда он! 
миичыю, Диц комилоконыл числа, вида а -|- 1, —а — 5, наз. противоположныйи 

931. Ооновное начало, которому должны быть 

подчинены номпленсныях числа. Условившись надъ ком 

илицоными числами производить дЪйствия и преобразовая по правиламъ 
вмподолнымь для вещественныхь чисель, при условй!, что ® == —1, м 
Аолжпы будемъ подчинить комплекеныя числа, сл8дующему началу: 

Для того, чтобы комплексное число а-|- № равнялось нулю, необходимо м до. 

статочно, чтобы а=@иф=0. 7 

Хотя предложен! это можно было бы раземалривать, какь условте. 

которое мы ставимъ относительно комплекснато числа и которое, сдБд. 
ие нуждается въ доказательств, однако полезно обнаружить, что оно ие 
находится въ противорёчи съ поставленныия нами ранфе двумя условямр 
{$ 228), & составляоть естественное слёдств!е ихъ. ДЪФйствительно, поло. 

жимъ, что в--&:=0. Тогда, совершая надъ этимъ равенствомъ преобразо. 

вашя, дозволительныя для равенствъ съ НИИ числами, и при. 
Е Я = —-1, мы будемъ имфть: . , 

в=— 6; 21=(—-5}=б=—Ю; +80. 
` 

Такъ какъ аз и 62 суть числа, положительныя, а сумма двухъ положи: 

тельныхъ чисель равняется нулю только тогда, когда каждое изъ нихь 
отдфльно равно нулю, то, значить, необходимо: а = 0, $ =0. Обратно, ееля 

подожимъ, что а =0 ив =0, то а+м—=0--0.1; принимая умножен!е на 
нуль и сложенше съ вулемъ въ томъ же условномъ смыслё, какой прицять 
для вещественнихь чиселъ, хы должны принять, что 0-+- 0.$=0 

СлЪдствЕе. для того, чтобы числа а-- 5 на’ -- 677 были равны, не- 
обходимо и достаточно, чтобы а= а’ иё— 5. 

Действительно, если в - 9 =а’-- 0% то (а— а’) + (#—1)1-=0 и, сль. 
довательно, а— а‘ ==О и 6 — В’ ==0, т.-е. а=в’иб=Ы. 

Обратно, если а= 0’ и 6 ==, то чиело а--М мы должны принимать 

равнымъ числу а’-- 9, такъ какъ эти комплексныя выражещя въ этомъ 
случа ничЪыъ другъ оть друга не отличаются. 

Изъ равенства комплексныхъ чисель непосродственно слфдуеть, что 
усли 2 числа равны одному и тому же 3-му, то опи равны и между собою. 

Зам чаше. Отвосительно комплексныхь чиседь не принято ника- 
кого соглашеня, какое изъ нихъ считать большимъ другого. 

232. ДЕйствя надъ номплекоными числами. 
Чтобы произвести какое-нибудь дфЙйстве вадъ мнимыми числами, надо 

` 16% 
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прежде воего каждое изъ нихъ привести къ виду помиленонигм числа, 
а-- , зотмъ произвести дёйстйя надъ двучленами такого иди по тфиъ 
иразиламъ, которыя выведены были для двучленовъ съ вещеотиеицыми чло- 
нами (согласно услов!ю второму $ 228-го) и, наконецъ, въ розультитВ ва- 
мВнить виздВ 32 черезъ —1 (согласно условшо первому того же Я). 

`Сложеше. (2-2) + «д =@-+е+ы в. 
(ам + ый &- м) =@фа- А ва >) ит. п, 

Отсюда легко усмотрёть, что сумма комплексныхь чиселъ“ обладиоть 
тВми же свойзтвами, камя принадлежать сумы вещественныхь чиседъ 
(8 20), т.-е. свойствами персмЗетительнымь и сочетательныиъ, 

Вычитане. @ +в) — (инд = (а— а о ву. 

Отоюда, видно, что къ вычитаню комплексныхъь чисель можно прим%- 
нять общее правило вычитан!я алгебраическихь чиседъ ($ 23), т.-е., чтобы 

вычесть какое-нибудь число, достаточно прибавить число противополож- 
ное; такъ, выЪото того, чтобы оть Я $: вычесть а т. МОЖНО КЪ и 

прибавить — а; — 61. 
Замфтимъ, что сумма или О двухь комплексныхь чисель можеть 

иногда оказаться числомъь вещественнымь (напр. сумма сопряжевныхе 

комплексныхъ чиселъ). 

Умножене. @-- 5) (а = ай аб ЕВ == (а) + 
-+- (4 -- «6. ^41.: : 

Подобаымъ. образомъ можно составить ЕВ трехь | болфе 

комплексныхь чиседъ. 
Легко убЪхиться (повфркой),” что произведен!е комплексныхь чиселт 

такъ же, какъ и вещественныхъ (8 33), обладаеть свойствами: перемзсти. 

тельнымъ, сочетательнымь и распредВлительнымь (относительно сложе. 
н1я). Напр., чтобы провзрить послфхнее о. выражаемое равен. 
ствомъ: . и 

Ош ыы =е+ы + О-о 9, 
пмполнимъ дЪйствя, о, въ каждой части этого равенства. Лфва; 
часть даоть; 

а 

1 

(р мы— 6 -- ) Б.] -- к + 5) а т (а-- а1) 65} = (ваз | ана — 65, — 

— 616) -- баз + Ба» | а6ь -- а). 

Вь праной чцити получается то же самое выражеше. в 
Прозфримь яна одлдующее важное свойство произведешя: 
для ‘того, чтойы пронинедене номпленсныхъ чиселъ равнялось нулю, необходим! 

н достаточно, чм одно изъ отихъ Чиселъь равнялось нулю. 



Дааствительно, если (в - 64) (а - 9) =0, 
то (аа) — 6) + (аб + 61) ==0 

аа! — 8; =0, 
И соты. аб -|- а = 0, 4 ре ы (1) 

Умпожиль иоппое урпопот{е этой системы на а и второе ва Ъ, сло- 
жииъ икь! 

? п?) -|- а; =0 или а {2 -|- 52) = 0. я. 

Уиножии® порпое урллпов1о системы (1) на 6 и второе на а, вычтемъ 
ми Второго первое: ны . | 

м 3- И =0 иди В (8-55) =0, . (3) 

Изъ рипонотаь (4) н (3) воключаенъ, что или а1-- 8 =0, или а, =0, 
$, == 0, боли парное, т0 ы м0 иф=О я, слд., а-- М -==0; если второе, 

то м ++ р == 0, 

Обратно, пусть а -|- К = 0, Т.-0. @ы 0 и 0=0; нотогдаи О 
и а16 - а = 0; олд. и произподем!о (а -|- 5) па (а; -- 8) равно 0. 

ЗамВтимъ, что произведене двухъ оопряжопныхь коиплеконыхъ чиселъ 
(а-- 5) («—@®) равно положительному вощестпенцому чнолу а? -|- 5%. 

Дбленте. Обозначимъ частное (а--®): (а, - 1) черезь 2 -- уф, гл 
= пу предположимъ вещественными числами. Тогда, по опредфяенно дёле- 
1я, будеиъ имВть: то ва ный ети =а-ы, 

< 

т.-6. с’. (@5— У - а- муз=а- И, 
: . — В у=а откуда | их — бу = а, 

? ЗЕ | | 6412-Е му =5. 

Унноживъ первое уравнен!е на а, & второе на Ы и сложивъ оба. урав- 
нен!я, получимъ: 

(аз- ааа, Е и = +6. 
в --61° ^ ие 

а нервое уравнен!е на ̀В» & второе на а; и вычтя изъ второго 
первое, получимъ: ‘ Ви 

а0 —а 
(а -- 9) у=ав— ам и у. аз -|- В 1 аа 

Формулы, найденныя для м и у, даютъ возможное рёшеше, если только 
а? -- 3520, т,-е. если с: и @ не равны одновременно нулю; другими сло- 
вами, если дзлиятель с; -- 8:4 не равенъ нулю. 

Въ этомъ случаВ, слвд., будемъ иизть: 

$ $ — аб НО НОЕ 
ЗамЪчамне, Это же частнов мы могли бы получить проще, умноживъ 

г. ы 
— ГЫ ыы |. ыы на Комплексное число @1 — 8: пъ дроби -— 



_— АВ += - 

сопряженяое съ випмопитедомы 

{а + [0 (п) = 10 ва = — Е (м — - а —аа + + и > ий) | 2 

ЕР паз — (60 _ 04-50 

в Сы ; 16 — а, 

вкз `" 1? -- 6.2 а? 61? 

Возвышеше въ степень. Предварительно найдемъ резуль 
тнты отъ возвышеня въ степень’ мнииаго числа +, зная, что, согласие 
условро, # должно принимать равнымъ — 1. 

ИЕ =-1 == (-П=Ьийтй. Е ИЕ. 

АРИЯ = 1; Я = (-1:=—4 ит. д 

Такииъ образомъ, посяЗдовательныя степени $ даютъ повторяющуес; 

результаты, а именно, сядующе четыре: $, —1, —% --1. Чтобы узнать 
какой изъ этихъ результатовъ получится при возвышеши $ въ степень сл 
показателемъ я, достаточно разхВлить * на 4 я обратить внимане тольк‹ 
на остатокь оть дВлешя. Такъ: 

477 — и. 6-9 — 3 = —ь 

ЗИ =й, НН = ==. 

Замфтимъ еще, что в мы будемъ принимать равныиъ 1. 

“Теперь легко найдемъ результаты возвышеня а -|- 55 въ степеяь съ ц% 
зымъ положительнымь показателемь, такъ: ‘‘, 

(@ + -- а? -{- 2аы -- 9 = (а — 9) и За: ̀ 

(а-- = а -- 3а3 (5) -- За (1)? + (63) = (а8 — 361) + (За — 5) ит. д. 

Извлечеше квадратнаго корня. Положимъ, что 

ты Ут =е+ и. 

Откуда: а-- 8 == (9 — у) у. 
\ а — | С [ине Е 

и ‚т | | Эту =6. й 

Вопросъ приводится къ нахождению вещественныхъ корней этой системы 
Возвысивъ оба уравнен!я въ квадралъ и затФиъ оложивъ ихъ, полу чи: 

(22 -- у? = = 24° -- 5 И 28 у -= У, 

(Знакъ — передъ радикахомъ отброшенъ, такъ какъ при вещественных" 
значешяхь м ну выражен!е 21 - у? не можеть быть отрипательнымъ.) Возь 
момъ лослфднее уравнене совмфетно съ первымъ уравненень систекы (п 
складмипя ихъ и вычитая, получимъ: ` 

ие иже = И. 

ре, > уе Иа. 
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Изь второао уряипоия ‘бнотомы (1) усматривасхъ, что эпякиу зи! 
должиы быть олинаконый, води $ > 0, я разные, если 6 < 0. Поэтому: 

У. Мы 1 [№ т | Е { И | пря >о, 

д ГББЫЕ-Ьь ета т иерея у до й 

Те 1 | И |. В и ЕЕ при 5 <0 

Прим рые 

ВИНИТ ИЕ а + унес ЕЕ 

== ( ч+тИз) == же) | 

2) НИ СЕНЕ ну). 

Иер, 
3) ау а. (Ию ПИВО). 

И-У9--5) 
Зам чаше. Чтобы изъ комплексныхь чисель можно было извлеч 

корень. третьей или высшей степени, имъ надо придать иной видъ (триго 
нометрическ!й), о чемъ мы здфоь говорить не будемъ. 

ГЛАВА У. 

Освобожден!е уравненя отъ радикаловъ. 

233. Теорема. Оть возвышеня обфихъ частей уравнения в 
одну и ту ме степень получаемъ новое уравнене, ноторое, сверх 
корней перваго урзвненя, можеть имфть еще и посторонНе корни. 
Док. Пусть имемъ уравнене 4 = В, . Возвыеимъ 06% ет 

части въ одну и ту же степень, напр., въ квадратъ. Тогда полу: 
чимъ: 4* = В. Представимъ это урависше въ такомъ виду: 

А?— В? -=0 или Сы — В) (А-В) = 
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Чтобы проинведеню раваялось пулю, необходимо й доста, 

точно, чтобы одинъ изъ сомножителей равнялся нулю; значить, 
поелвдиео уравнене удовлетворяется и такими значешлий #, 
при которыхь А — В=0, и такими, при которыхъь А -|- В == 0. 

Порпыя значеня удовлетворяють данному уравненшю, такт 
какъ если А — В=0, то это значитъ, что А = В. Вторыя зна. 
чен|я х окажутся посторонними для даннато ‚уравнения, такт 
какъ если А--В-=0, то это’ значить, что ‘А=—В, тогда 
какъ данное уравнен!е требуетъ, чтобы 4 = В. 

Вообще, возвысивъ об части уравненя 4 = В въ и-ую степень, ‘полу. 

ЧИИЪ: 
4* = В" или А" — В*=0.` 

Разность одинаковыхъ степеней двухъ чиселъ можеть быть представлена 
въ видф произведеня двухъ множителей ($ 86): | 

4*— В*=(А— В) (4*—1-- ВАя-8-- ВА... Вл. 

Слёд., данное уравнен!е распадается на два, уравненя: 

А—В=0и А*-—1-- ВА*-9- ВЗД"-9-.. .--В"-1 —=0. 

Первое изъ нихъ есть данное уравнен!е; второе доставляеть и 
рЬшевя. Если случится, что это второе уравнеые совсфмъ не|имфемт 

рёшений, то тогда постороннихь рёшен!й но будетъ. 

Прим ръ. 34 —2==2х (одинъ корень 1==2). 

Посл возвышен1я въ квадратъ получимъ: | 

7 @2— х = (24)*, тде. 921—125 4-4 = 42а 
или | 2 —12:--4=0, 

636 —20 6—И16 _5=4. 
откуда „ВИ був = 

2, =2; х, =: 

Первый корень удовлетворяетъ данному уравнентю, а второй 
для него  посторонн; онъ удовлетворяеть измфненному 

авеню; Е УР За = — 9%. 

СлЪдотше. Если для’ рфшеня уравненя приходится об 

его части воэвысить въ одну и ту же степень, то, найдя корни 
полученнаго уравноня, мы должны особымъ изсл6дованемиъ опре. 
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дфлить, каке изъ нихь годятся для даннаго уравнен!я: для + 
каждый изъ корней подставляемъ въ данное уравнеше и 

кимъ обравомъ находимъ тв изъ нихъ, которые обращак 

это уравнешюо пЪ тождаство. Е 

234. Рьшсню уразнен!я, въ которомъ нейз 
зЪотное входитЪъ подъ знаки радикалевтъ. Чтобь 

рИииить такое уравнен1е, его должно предварительно освободить 

от» радикаловъ, Ограничимся указашемъ, какъ этого достигнуть 
вь двухъ простВйшихь случаяхъ. 

ЗамВтимъ, что во воЪхъ приводимыхъ ниже примфрахъ внакъ 

у означаеть ариеметическое значен!е корня. 

Случай @ уравнене содержитъ только одинъ радикалъ (ка- 
кой-нибудь степени). Переносятъ ве ращональные члены въ 

одну часть уравнен!я, оставивъ радикалъ въ другой (уединя- 
ютъ радикалъ); затЪмъ возвышаютъ 065 части уравненя въ 

степень, показатель которой равенъ показателю Лина. 

Прим ръ (. — У-7—1—1=0. 

Уединимъ радикалъ: Ут я [1 1=#--1. 

Возвыеимъ обЪ части уравненя въ квадрать: = = -- 

2%--1. Рьшивъ это уравнене, получимъ: 2, =2, 2, =-— 8. 
Испытавь эти значен!я, находимъ, что данному уравненио 

удовлетворяеть только х,; второе рн принадлежитъ урав- 

неню: — Из-Е7==-1. 

Примфръ 2. -у-9-—0. 

а радикалъ, получимъ: у 2—9 = — 2, Возвысивъвъ 
четвертую степень, найдемъ: 

2—9 ==16; откуда: х===5. 

Ни одно изъ этихъ рёшен не удовлетворяетъь данному 
НИ х 

уравнен!ю. Оба они принадлежать ур. —у 12 — 9 = — 2. 

Примфръ 3.  2Р2=1/- И" 
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ВозвыейиЪ 06% чаотя уравнешя въ кпадрать м отбросимъ 

1 
въ обфихъ частяхъ одинаковые члены дз: 

ры 1,5 
эта т ай Ры 

ЛослЪ вторичнаго возвышен!я въ квадратъ получаемъ: 

+ === о 

Откуда: 327 -|- 4ах — 4а* = 0. 

— 24-4 тб —2а-—4а 
Сл$д., 2 == ==——, 

3 нае 
2а ` 

2 =—, . ЖЖ =-24. 
8 

Подстановкою убфждаемся, что, рёшеше 2, удовлетворяетт 

данному уравненю, а рёшен?е х, для него постороннее. 

Случай 2:1 уравнене содержить вЪскольно нвадратныхь ради. 
каловъ. Напримфръ, пусть уравнен1е, приведенное къ цЁлому 

виду, содержить три радикала: Уа, Уфиус, гдВ а, Бис 060 
вначаютъ каюя-либо алгебраическя выражевя, содержация 

неизветныя. Желая освободить уравнене отъ У» вынесемт 

этотъ радикалъ за скобки изъ вефхъ членовъ, тд онъ вотрё- 

чаетея, затБмъ уединимъ его и возвысимъ обф части уравне. 

ня въ квадратъ; этимъ освободимъь уравнене отъ Уа и не 

ввелемъ никакихь новыть радикаловъ. Подобно этому освобо: 

ждаемъ уравневе оть УФи затЪмъ от уе. 

Примвре. т ИГ И ИЕ 
Такъ какъ дай == (1 + =), 1—2 = (1-2) (1 а 

х — 1 =: 1 (1—2), то, положивъ для краткости: 1 х=за, 
= 1--х==е, получимъ уравяеве такого вида: 

Иа6--уае--Ую--уа=0. 
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Пыпосимъ Уй вы скобки и уединяемъ его: . 

ИКУ-И-+п=—уУЕ. 
Польна и квадратъ даетъ: | 

вф--е--1-- У ЗУ) = 

Ныцосим ИЗ за скобки и уединяемъ его: | 

арб -НИс) = — 46 — ав —а—2ауе=А—2ауе 

11 ` Аи а — в — а. | 

Лозвышене въ квадратъ даетъ: . 

4436 (1--с--2Ие)-=.41—4аАУс--4а?с. 

Выносимъ за скобки /с и уединяемъ его: а. 

4816 (20%-+ 4) = 43-4 446—445 — 4 а? фе. 

Возвысивъ въ квадратъ, окончательно находимъ: 

16 4*с (25-4) = (4-4 4226 — 40716 — 44? 50). 
Подставивъ Выото а, Бис ихь выраженя, получимъ рац]о- 

нальное уравнене съ неизвЪстнымъ &#. 

235. Освобомндене уравнен!я отъ знановъ ра: 
динала помощью неопредБленныхтъ нкоэхфки’ 

щшентов-№. Укаженъ наиболфе простои 61000 ‚привеленя уравнен1; 
* 

къ ращональному виду. Пусть ханное уравнен!е оаа Ут (гда ест 
какое-нибудь выражен!е, заключающее неизвестный), при чемъ этотъ ра 
двкаль можеть входить въ уравнен!е въ о степенях, т.-в, въ нем 

могуть вотрёчалься: и И ра 97, Уз= гы и )# ит. х. Обозначивт 

для краткости Ут 4 черезъ у, можемъ положить: 

я _ " _ * __ 

Уч=", Утем, Ув=н.. 
Предположимъ дазфе, что, замВнивЪъ въ уравнени различныя степенг 

я ь , , 

Уз соотв тственными степенями 7, мы получимъ уравнене вида ращо: 
нальнаго и цфлаго относительно г. Къ такому виду всегда может 
быть приведено уравневше. Въ самомъ дфлЬ, если бы въ немь быль 

я 

члены, дробные относительно 4, Мы могли бы предварительно освободит! 



— 010 = 

его отъ знимонателой дале, если бы а отонлъ подъ знаком другого ра- 
дикала (т.-. уровиоше содержало бы сложные радикалы), мы тогда обо- 
значили бы чорозъ г этотъ ОАОНЫ радикаль, съ цзлью пролипритольно 
освободитьси отъ него, 

Если въ уравненшм встрётятся члены, содержапще г съ показатоломт, 
больышимъ или равныхь я, мы можемъ въ каждомъ изъ нихъ одвлать по* 
казателя меньшимъ п, основываясь на равенствЪ: г" =а. Такъ: 

= 9; += РА = 2; ит, д, 

Понизивъ, такимъ образомь, показателей при г везлВ, гдф можно, мы 
приведемъ уравнен!е къ виду: 

а" -- Бй-9 -|- смз --.,. 1-10, | (1) 

гдз коэффищенты @,5,с... В и { могуть содержать друг!е радикалы ЕКО 
торые изъ этихъ коэффищентовъ могуть равняться 0). | 

Чтобы освободить это уравнене отъ всёхъ степеней радикалах, умно- 
жимъ об его части на многочленъ степени я — 1: 

Ат-1-- Вт-а-- бЗ-..И-ЕЕ,. , {2 

въ ко оромъ всё я коэффищентевь оставииъ пока неопредфленными 
Послв умножешя правая часть уравнешя буть 0, а л5вая обратится 
въ многочленъ: 

аАтя-3-1 (аВ-- А)" 8 т (@б--ЬВ сд)... РИ, 

Понизимъ въ этомъ многочленВ показателей при г во всфхъ членахъ, гд+ 

эти показатели больше или равны я, и соединимъ въ одинъ всВ члены 
содержаще одинаковыя степени г, тогда получихъ уравнене вида: . 

„о Ми м... В 8 =0, 8 

г М, №... и 5 суть нзкоторые многочлены первой степени относительнс 
неопред®ленныхь коэффищентовъ А, В, С... Г (какъ легко видЪть изт 
разсмотр5 я процесса получен!я этихъ выражений). ‘ 

‚ Составимъ тецерь систему я—1 в первой степени съ п неиз. 

вБетными А, В, 0... № и 

М=0, М= а - 0. - @ 

их эту систему в вотавивъ найденныя значеня я неопределенных 

кооффищентовъ въ ур. (3), получимъ уравнене, не реа =. 

5 =0. о ° (5 

Такимъ образомъ, весь вопросъ въ томъ, существуеть ли такое р8ше 
и!е систомы (4), въ которомъ хотя бы одно изъ ноизвЪстныхь: А, В, С,... 1 

имзло опачете, отличное отт нуля (если бы вс эти неизвфетныя окали, 
лись нулями, то тогда уравнеи!е (5) обратилось бы въ тождество: 00 

и мы такихъ образоиъ ничего не достигли бы). Для рёшеня этого вопрпе! 
примемъ во виниан!е, что всф уравненмя системы (4) однородны отпоон 
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тольпо леиниимиыцх® 4, 0, О..., т.е. давая часть каждато отъ ниху, под, 
отаилНомь пибою оююродный многочленъ (1-Й степеня) относительно утих 
меинипеиыхь, № праивя часть есть 0; кромВ того, число неизв стныхф (л, 

прешищилить число (в —1) уравненй. Относительно такихъ уравнонй 
можии Аннаииь олйдующую теорему (мы прнихемъ ее безъ доказательства 1): 
Фили Вы гиотемь однородныхь уравненй 1-й степени Число ивизвфстныхь превы. 

мщить чниле ураснен, то всегда существуеть таное ршеше этой системы, вл 

интиромъ вначон хотя бы одного изъ немзвфстыхь отлично оть нуля, Согласнс 
ий тоопомВ система (4) всегда допускаеть такое р8шен!е. ‹ 

Для облогчешя ея ршеня примемъ во а что если эта система 
Допускаеть какое-либо рёшен!е: 

А = 4430, В=В, б= 04... ВЕТ, ‚ 6 

то она допускаеть также и такое рашоние: 

м =, 0-6 т... А=1, Е. о а Я 

Въ самомъ дфлф, если значен!я ряда (6) представляютъ собою рвшенк 

системы (4), которой уравнешя однородны и 1-Й степени, то, подставивт 

въ этой системВ на изсто неизвстныхь значен1я ряда, (6), мы получим 
систему тождествъ, однородныхь и 1-Й степени относительно чисел 
Аз, Во, Су... Очевидно, что тождества эти останутся тождествами, если вс1 

ихъ чдены раздлимъь на число „.4., которое, согласно предположенно 
отлично отъ нуля. Но тогда мы получимъ тамя же тождества, только вмЁ 
сто А, будеть стоять 1, выЗото В, дробь Ву/А», виыфсто Сь дробь Су А, 

ит, д. Значитъ, система (4) будеть удовлетворяться и рядомъ (7). 

Такимъ образомъ, относительно коэффищента А достаточно раземо 

трёть только два случая: или А =1, или А =0, Предположимъ сназале 
1-й случай. Вставивъ 1 вуфето А въ уравнев!я системы (4), мы получныт 

систему л—1 уравн. съ и—1 неизвестными: В, 0,...Т. Ршивъ эту си. 
стему какимъ-либо изъ указываемыхъ въ алгебрВ способовъ, мы либо най. 
демь опредфленныя значевя для В, С,...Т, (и тогда вопросъ будетъ рЪ 
шенъ), либо убВлиися, что уравнен1я системы (4) несовм®стны при допу. 

щени, что А ==1. Тогда, положивъ А ==0, получимъ навёрно совувстный 
я—1 ур. съ п—1 нензв$стнымии; остается ихъ рытить. 

Полезно замВтить, что окончательное уравнен!е: 5 ==0 обладаеть вообще 
посторонними рё5шенями, именно тёми, которыя удовлетворяютъ уравнен!ю: 

Ант -- Ва Са... ЕТО. 

Если въ данномъ уравнеши встрфчаются друше радикалы, помимс 
Уч=» мы твуъ же пруемомъ послфдовательно уничтожимъ и ихъ. 

1) Элемеятаряее доказательство этой теоремы указано г, Е. Я, Бунициим» 
и № 0:0 „Рестника оп, физики в элем, математики“ за 1915 г. м 
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238. ПримБръ 6. 70-5 — 7222410. 

Для краткости обозиачииь 2 — м черезъ 4; тогдь уранноши будеть 
уа- и +1==0. Если положииъ: 1/9 == т, то уравнеше приметь уидм 

8 —1--1=0. 

Умножимъ 00% части уравненя на мвогочленъ: 

| дз -- В? - 7+2 

съ 4-мя неопредъленными кооффищентвии .4, В, Си 2. Послв унножени 
будемъ имфть: 

43% —- В (-а+ Оя--(А в 2)" -+(вВ—С)т--(6 -рер= =0 

т.е. Ад? -- Ват + (б— Ча - ен ьнь.. 20; в 

(А-В (авт среда = 
Г А—В--)=0. 
ЗА+-В—С=0 
чв+е—Ш=0 

— В+ О=-—1 

Пусть А =1. Тогца | В—б=-«4 
: а«ав+с-р=0.' 

во: о, рр 1 
а ' 4 а. 

; 

Положимь, что 

’Откуда нахолииъ:. 

29-1, /1-—9—1 3— 201 34—1 т Зи ны 
Теперь уравнеше приводится къ виду; 9* — 242 — 34 —1=0. | 
Подотавивь на ыфето 4 разность 2 — м и произведя упрощевя, окоп 

зательно получимъ уравневе: 23 — 412 +2 --7=0. 

Пример» 2. й 9—4 = о. 

= У#=п; 12 — №--4—0. 

име =Ая- (В— 24)" -(@—28-+-44) 
-- 4В—2С)»--4С = Адт--(В—24)4--.., = . 

=(С—28В-.- 44)" -- (4В —20+4- Ад" + [46--(В—24)4] =0. 

Подожимъ, что < Е т а й р 

При А ==1 эта система оказывается невозможной. Значить, надо по 
дожить А = 0. 'Гогда: 

Е —2В-- С=0 
+4В—2(= 0; 
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Так камь птороо уравнеше есть сафдетме 1-го, то система эта ме. 
имАйдоции, №, оне допускаеть безчисденное множество рьшенй, Одн 
ижъ проигЬйших»ь уушенЙ есть: Вю 1, С =. 

"РоРАМ 40 -(В—24)4=8-- ч= 0. 

#37. Приведене знаменателя дроби нъ рацо. 

нальному виду. Для этой цёли можеть служить тоть же премъ, ко 

"НиыЙ ыъ предыдущемъ параграфВ быль нами указанъ для освобождения 

узаииен1я оть знавовъ радикал. Въ самомъ дфд%, очевидно, что еслм дд; 

уничтожешя различныхь степеней 1 вь уравнеши Ё= О достаточнс 

умпожить об его части на прилично выбранный многочленъ Ру, то дл: 

упичтоженя различныхь степеней }/д въ знаменателВ дроби досталочи‹ 
умножить числителя и знаменателя на Ё!. 

Пусть, ила. оз инь т 

1 

| 789 р 1 я ит 

ГДЁ "= у. Множитель, обращающй знаменателя этой дроби въ ращо 
нальное выражене, есть мпогочдень 43 -|- Ви?-- Сг-- О), коэффищенть 
котораго мы уже опредёлили въ рые 1-мъ А ы параграфа 
Овк а (полагаемь 4=2); . Е 

р й А=1, в=-, 5” р=— 
| 2 

- Зуб 1455 Зяачитъ: А" -- Вт-- ®+Рр= У8—572 +572—5- 

‚ Посав умножешя въ знаменателв позучимъ: 

в р. 1. . 5 

— 21/8 372—545 
Значитъ, дробь приметь видъ: 7 у———= 

, 'ГЛАВА \1. 

’ НЪкоторыя уравнешя высшихъ степеней. 

238. Биквадратное уравненге. Токъ наз. уравнен!е 
четвертой степени, содержащее неизвестное только въ четныхъ 
отепеняхъ. Общ видъ его слВдующ: 

ах 6х1 4-с-=0 | (0 
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Такое уравнене легко приводится къ квалрагиому носред 
ствомъ вреден1я вспомотательнаго неизвФетнаго. Положииь 
ЧТО 21==4; тогда 2 = (11) —9%, и уравневше приметъ зидь: 

ау у --с=0. о. . (2 
—В--уЬ? — 4ае — 6—5 — 4 

Откуда: ие, ре 

Подотавивъ каждое изъ этихъ значений въ уравнен!е ау 

найдемъ, что биквадратное уравнеше имфетъ 4 корня: 

. у 422 и ЕНТТЙ 

РИ. ИИ 
® = ие 

Если корни ‘9, изу. вепомогательнаго квадратнаго уравнения (2 

окажутся инимыми (что будетъ при 51 — 4ас < 0), то ве 4 корня 

биквадратнаго уравнен1я (1) будутъ также мнимые, Если {, иу, 

окажутся вещественные неравные (что будеть при $? — 4ае > 0) 
то могуть представиться 3 случая: 1) одинъ изъ корней у, 

и у, положителенъ, другой отрицателенъ; въ этомъ. случай 
2 корня биквадратнаго уравнен!я — вещественные, а два — мни. 

мые: 2) оба корня у; и 9, положительны; тогда всв 4 корня 

биквадратнаго уравнен!я вещественные; 3) оба, корня у, и у, отри: 

цательны; тогда вс$ 4 корня биквадратнаго уравнен!я мнимые. 

Наконецъ, если корни у, и у, равны (что будетъ при 62 —4а6==0) 

то 4 корня биквадратнаго уравнешя дВлаются попарно равяыми. 

`. а == =; Я = Я = — = 

. = 

п будуть или вс вещественные, или вс мнимые. 

Прим ръ. Ршить уравнеше 2‘ — 132 | 36 =0. 

2—9; 2 = у — 13у-|-36 =0; 
13 169 18, _ /25__ 13-5 

=== —— = ть =} 
у= 2] И 

18-5 13—5 
у: = и 9; = =% 

==; а = аа ы=-иИ=—8 хе -- УЗ! 
д. ==--МАт=- 9, 



239. Прообразоваше сложннаго радикала у д+у2 
Цории бикицдунумиыо уравненя, какъ мы видфли, выражаются подъ видохл 

фложииго ридиквав И 4 +В. Такой радикаль въ нБкоторыхь случаях 

уовможно продотавить въ вид сумны или разности двухь простыхъ ра, 

дикилонь, Пококемъ, какъ и при какихь ‘условяхъ это можно едзлаль, 

Иуить мь сложномъ радикал УА-[-ИВ числа Аи В будуть рацю 

нальный, при чемь ИВ число вещественное ирратюональное (и, слёд., Ё 
чнело положительное). бАИОНОАИн, что возможно равенство: 

| Ид--УВ=У=-+ у , 
пь котороиъ числа, < и у.положительныя ращональныя. ВозвысивЪ [7 
части этого равенства въ квадратъ, получимъ: 

А-УВ=2--у--2Изу =а-у--Ичау., 
Откуда: ИУву=(А-з-ф-у-тиВ 

и сл: 4ту = (А -— 9) В--2(А--2—УиВ и 

Л»вая часть этого уравнеюшя есть число рацональное; значить, и пра 
вая часть должна быть числомъ ращональнымъ. Но это возможно толькс 

тогда, когда коэффищенть при ИВ будетъ равенъ нулю. Положивъ 

| А-— и у=0, находимъ: я -Ру=.А; тогда 4ху = В, 

` или: “ в--у=А, ==. 

Изъ этихъ равенетвъ видно, что х и у можно разсматривать, какъ корни 

такого квадратнаго уравнешя, у котораго коэффищенть при неизв$етномт 

во 2-й степени есть 1, коэффищенть при неизвЪстномь въ 1-Ё степени 

ость — А, а свободный члелъравевь (8219). Значиать, рёшивъ уравнене: 

| А+ 8.50, 
найдемъ жи у: : . 

А А В_А-ИА— В 
ое ОВ БЕ 5 

и. 48_В _А- ИА. 
а о т 2 

Сад: ИАЗИВЕИЕ ИТ = У Е Г. у а 

(Отсюда видно, ЧТО радиналъ и А-- УВ можно представить въ видф суммы 

Анукь простыхъ радиналовъ только тогда, когда А ость число положительное и 

*.. В озть точный нвадратъ. 

А, Кисыловь, Алгебра, . | [1 



= 2799 — 

Бодобиыых же образомъ выведень, что при т$кь же усдовикы 

ИИ ме й а 

ЗамЪчанёЁе. Выведенныя нами равенства осталотся взрными и 0. 

гда, когла разность 41 — В не есть точный квадралъ, и даже тогда, когда 

Аи В—числа иррашональныя; но тогда эти равенства не представлиютт 

практическаго интереса. 

Примфрьи 

И 6% 
= 2 11 и-+иы = 

—: / 3 8—2 
2) уз = из -У тучи 

9 4 ИЗ? 
ии уп _ уп Ут 
_ р ЕЕ 

4) в, = и 98 —9, И"-*= Из"—у 41% — би?га, 

(ИзвЪотная геометрическая форчуза удвоен!я числа сторонь Пл 
наго вписаннаго многоугольника.) 

Здьсь АО, В=4— И 12 Ви; поэтому 

__ ви 27а 4. а," ет — а ТИ. ал И би у У {+3 -И 
‚ 240. Возвратног Е 4-й степени, Возврат. 

ннымъ уравнен!емъ вообще называется уравнеме, у котораго коэффищенты, 

равноотстояще оть начала и конца, одинаковы. Такимъ образоуъ, воз. 
вратное уравнея!е 4-Й степепи есть уравнен!е вида: 

‚ ай -- рав. си? -- и а =0. 

Чтобы рЬшить таков уравневе, раздфлихь об его части на, 5 (мы нуБеме 
право это сдфлать, такъ какъ х не равно 0): 

97 ИЕ Ц аа 
НИЕ ЛНЕНЕНЕ —+ | и м у? ИЗ. и у- г. +1 У НиН 

` 

$ а 
а -- 98 Ре ---- —==0 + ++ ы - я 

1 и 1 , 
или а (а-я) + (ет) нон. 

Введемъ вспомогательное нензввстиоч у, опредваляемое равонствомы 

1 ь 1 1 
#5 =; тогда а я=у п, слёх, эя=и- Я: 

подстивиюь эти выращешя въ уравнещес, получимъ: 

а (у? — 2) + у--сс=0, 
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РУинивь 9:0 квадролное уравнсше, найдемъ два значешя для у; пусть 
о будуть! уу чи и = й томе 

т 1 
1. — = з-- азиат аь 

АИ 2 — вл -|--1 =0иай — 3 --1=0. 

Из» отихъ двухъ уравнешй ав демь 4 рымен!л данпаго уравнешя. 

241. Уравненя, у нкоторыхъ лЪвая часть раз. 
ломена на множителей, а правая есть 0. Такт 
какъ произведен! можеть равняться @ только тогда, когда, по 
крайней мЪрЪ, одивъ изъ сомпожителей равенъ О, то рьшене 
уравнен!я вида; АВС... =0 приводищя къ рёшеню уравненй 

болфе низкихь степеней: А =0, В=0, 0==0... 

`ПлимЪрь:. 

1) а &--сх-==0. Представавъ уравнене въ видЪ: 

| 1 (а2? -- 5-6) =0, 

зам и. что оно распадается на два уравнен!я: 

д=0 и 421 --фа-Нс=0. 

2) аа йе а=0. Это возвратное уравнен!е 3-Й сте- 
цени можно представить такъ: Е 

а (2-1) {+ 5 («-|-1) ==0. ^ Ме. 

ъ Но 2'-4-1=2-- = (2-1 (22—21) ($ 87, УГ 

поэтому уравнеше можемъ написать такъ: 

амфоры =о 
Слфд. оно распадается на два уравнения: 

:. д--1=0и 928 —(а—х--а=0 

Отсюда легко получимъ три значешя для т. 

242.Зная одинъ нолень урависийя, монет 

понизить его степень на [. Пусть имфемь уравнение 
адт + бит — 1 -- схт —2-|-...=0 и положимъ, что одинъ корень его й1в%. 

отенъ, напр., 2==а. Въ такомъ случеВ л8вал часть уравнета дфлитсл 

па х—1 (5 83, а). РаздВливъ на самомъ дБлЬ, получимъ въ частиомь ии. 

Который многочленъ © степени (ж -- 1)-й, Такъ какъ дВаниое рапыо дЪли. 
| 17% 



— 260 — 

телю, умножмонному на частное, то предложенное уравнешо молио пре! 

оставить тысь: (2 — а) 9=0. Теперь очевидно, что уравнене расивлиоте 
на дно: и—а=0 и О-0. ПослВднее уравневе есть (тж — 1)-Й стошан! 

Прим 5ръ. 23 — 1621 4- 56% —60=0. 

Замфтивъ, что уравнене удовлетворяется при & —10, дфлимъ его лБву! 

часть на х— 10; въ частномъ получаемъ 1? — 62 --6; послЪ этого уравне 
не представллемъ такъ: р . 

(#— 10) (2—5 6) =0, 

откуда: . = 10, я. = 2, ж: = 3. 

243. Упрощен:е двухчленнаго уравненя. Доу 

членнымъ уравненемъ наз. уравнене вида: ах" --5=0; иле 
что то же самое, вида 1”м|-°/,==0 !). Обозначивъ абсолютнуг 
величину дроби °/, черезъ 4, мы можемъ двучленное уравнен! 
написать: или 4” -|--9==0, или 1" —9==0. При помощи вепо 

могательнаго неизвЪстнаго эти уравненя всегда можно упре 
стить, такъ, что свободный членъ у перваго обратится въ +1 

я _ 

а у второго въ —1. Дфиствательно, положимъ, что х=у Ий 
и 

гдВ Идесть зриеметическ!й корень -й степени изъ ‹ 

тогда 2” ==0у”, уравнен!я. примутъ видъ: . 

ау"--4=0, т.-е. 1” -- И =0; откуда: у" --1=0; 
или 4” — 9—0, т.-е. 9(у" —1)==0; откуда: "—1==0, 

Итакъ, р5ьшевше двучленныхъ уравненй приводится къ рт 

шеншю уравнен!й вида у"-=1==0. Ршеве такихъ уравнен! 

элементарными способами можетъ быть выполнено только пр: 

нЪкоторыхъ частныхь значеняхь показателя эп, напримфрт 

при т =3, 4,5, 6, 8, Эи при нкоторыхъ другихь. Обций премт 

употребляемый при этомъ, состоитъ въ разложеши лЪвой част 

уравненя на множителей, посл$ чего уравнене приводится к 

виду АВС...=0, раземотр$нному нами раньше. 

244. Рфшене двучленныхъ уравненм тре 
тьей степени. Эти уравненя слфдующия: 

| 3—1 =0их--1=0. 
` 

1) Когда, дручленное уравнеше пифеть вздъ ах” 1 Ви" ==0, тв шо? 
тп ого можно предотавать такъ: а”(ахт — ®-- 6) =0 и, сл, оно рнога 

аиитсн пы два уралнел!я; д ==0`м але —* -|- 6 = 0, 



ПААыИВЕ, Ч — ЬТ, \'1): | 

р ("= р ай-а-1) и 21° -|- 1° = 

= (+1) —2--1), 
мы мимемь иредложенныя уравнен!я написать такъ: 

к: Ба =0 я @— 1-4 0=0. 
и первое изъ нихъ имфеть корни уравнен!й: 

х—1=0-и 2-- 2--1-=0, 

& иторое— корня уравнений: 

&--1=0 ЕО, 

Ршивъ ихъ, находимъ, что уравнее 2—1 =0 имЗета 

слвдующе тря корня: Е 

2: =1, = ‚ Ч — и, 

изъ которыхь одийъ вещественный, а два мнимыхъ; уравнени 
2--1=0 имфетъ три корня: 

В И 
>. 

д, =—1, 1, = о т: | 

изъ которыхъ также одинъ зещественный, а два мнимыхъ, 

245. Пруге примБры двучленныхъ уравнений, 
разр Ьмимыхъ элементарно. 1) м—1=0; это уравнение 
можно написать такъ: 

2—1) (24 1)=0. 

. Сльх., оно распадается на два: 2? — 1 =0 и? -|-1=0; отсюда находняЕ 

= не=ЖиИ 1. г р 

5) а + 1= 6; уравнеше можно написать такъ: 

(22-1) 3 — 22 ==0 или (21 -|-1—212) (1 --1+- 21/2) =0. 

Сазд., оно распадается на 2 уравнешя второй степени. 

3) *—1 — 0; уравнен!е можно написать такъ: 

важ -а+1=0. 

Сльл.. оно распадается на два уравнон!л, изъ которыхъ послёднее 

есть возвратное уравнене 4-й степени, ремаемое олементално, 
4) --1=0; уравнен!е можно паписать такъ: 

(рф -ф9-1=0. 
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Слзд., оно распадается ва два уравнешл, изъ которыхъ послвдяее 

есть возвратное 4-Й степени. 

Подобнымъ же образомъ рёшаются уразвненя 

28 1==0, 2% 1=0,2 +1=0 

и оВкоторыя другЯ. 
у 

246. Различныя значен:я корня. РБшоню доу. 
членныхь уравнен!й жт-й степени имЪетъ тфоную связь съ па- 

хождешемъ всфхъ значенй корня той же степени изъ дапнаго 

числа. Въ самомъ дЪлЪ, если буквою х обозначимъ какое 

угодно значене А, то, согласно опредфленю корня, мы бу: 

демъ имфть: "= А и, слд., х” — А=0; такимъ образомт, 

каждое рёшене этого двучленнаго уравнен1я представляеть 

собою т-Йй корень изъ числа 4; слфд., сколько различныхь 
ршен! имфеть двучленное уразнене, столько различных 

значенй имфеть ИА 

Докажемъ, и. что нубичный корень изъ всянаго числа имф- 

етъ три различныхь значения. - : 

Найти всф впаченя //А значитъ, другими словами, рёшите 

уравнен!е д' —А=0. Обозначивъ ариеметическое значене УЛ 

черезъ 4 (оно можетъ быть только одно, $ 168, Ш), введемт 

вспомогательное нейзвЪетное у, связанное съ х такимъ равен. 
СТВОМЪ: Х-=ду. Тогда уравнене 2 — А ==0 представится такъ: 

9%*— А==0; но 9*==4; поэтому 9 — А=А (у*—1); слд., 
уравнене окончательно приметъь видъ: у —1 -=0. Мы видфли. 
что это уравнене имЪетъ три корая: 

вы —3 —1—и-3 п 

Каждое изъ этихъ значен!Й, удовлетворяя Уравнено у? ==1 

предетавляеть собою кубичный корень изъ 1.Такъ какъ #—а: т 

== рй (РИ -8 
В д, == 01, о в Ба За Я. =4 

Это и будутъ три значення НА; одно ивъ нихъ велюетвом. 
‚ное, а два мнимыя, Вс они. получатся, есля ариеметичесюн 
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опачен1е. кубичнаго корня изь А умпожимь на инидни Мия 
трехъ значен кубичнаго корня изъ 1. Ньир, кубинный мо’ 

рень изъ 8, ариометическое значеве котораго ость 3, импеРи 

слздующия три вначеня: ; 

2; 9. РАВ. усва т р 

„Зам чаше. Въ высшей датобоь доказывается, что двучленное 

уравнене 2" — А ==0 имфетъ т раздичныхь корней; волёдетвю этого Я 
имЪеть т различныхъ значе, при чемъ, если т число четное и 4 отри- 

цательное, то веЪ эти значешя мвимыя; если т четное и А положительное, 

то два значеня вещественныя (изъ нихъ одно положительное, другое отри* 
цалельное, съ одинаковой абсолютной величиной); наконець, если 9% не: 

четное число, то изъ всзхъ значен!й Ул только одно — вещественное. 

241. Трехчленное уравнене. Такъ наз. уравнен!е 
вида: а“ -- 5" --с==0, т,-е, уравнев!е, содержащее 3 члена: 

одинъ овободный (6), другой съ неизвветнымъ въ н®которой 

степени ® и тремй съ неизвфстнымъ въ степени, которой пока- 
затель есть 2и. Рьшене такого уравнен!я посредотвомъ вве- 

демя вспомогательнато неизв®стнато приводится къ р8шеню 

квадратнаго и двучленнаго уравнен. Въ самомъ дЪлЪ, если 

ПОЛОЖИМТЪ, ЧТО д’=4, То тогда 4“* == (4)? ==9% и уравнене 
приметъ видъ. ау? + фу в = 0; 

Ви 5 — 4 —Ь— У? — 4по 
откуда: = м Уз == ей. , 

и, слБд., а: 

РшивтЪ эти двучленныя уравнен!я, найдемъ вс вначошя #, 

Примръ. РЬшить уравнене 45 — 92'-|-8 =0 
ь ее 

2% ==; у—9у--8=0, тии и 

8; уг ==1; слБД., 98-==8 И 28 == 

Ремимъ = двучленныя уравнен!я: | 

д. ==; м} == -1--И-8; 2 == —1-—у— 8; 

ат ал *. Е. 
ы 
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243. Уравненя, оходнымл съ трохчльнными. 
Подобпо трехчленцымь, рёшаются также уравношя инди: 

а -- 59-е =0 наб -- 501 -- с == 0, 

если © есть такое выражен!е, содержащее =, которое, будучи пририннана 

какому-нибудь данному числу, составить уравнеше, разрЪшимое племен. 

тарно. Въ самомъ дЪл%, замнивъ въ данныхь уравнетяхь © на у, ному, 

Чнмъ квадратное или биквадратное уравнен!е относительно у. Найдя по} 
значешя у и подотавивъ каждое изъ нихь въ ур О =, найдемъ изъ этого 
уравневя вс значеня х. 

Прим Бръ. (и — 5-18 —12 (2 — 52-4 11)35 =0. 

Положивъ 2 — 52--11 =, получимъ: у — 12у + 35 =0, 

откуда; У ==Т, 2 =5, 
‹. , , 

сиВд. с м — бе П=7и 2 — б2-+ ИП -=5, 

Рьшивъ эти уравнен!я, находимЪ: 21 =4, 2; =1, 2; = 3, 2, =2. 

’’ 249. Введене вспомогательных неизв ст. 

ныхъ. Иногла уравнене удается рфшить посредствомъ введеня двухт 
или болфе вспомогатедьныхъь неизвфстныхь; въ тажомъ случа данное ура, 

вненв приводится къ системЪ уравнев! съ вспомогательными неизвфстании. 

‚ ПримЪръ. (ва (® = 
Положим, что г - а=9, #--6=3; тогда рзшен{!е даннаго р 

сводится къ рёшенио такой системы: , . . 

я =с, рые 

Чтобы решить эту систему, возвыенмъ второе уравненше въ 4-ю ‘степень 
и вычтемъ изъ него первое; тогда получимъ: 

или — 432 -|- бу? — 4923 — (а—5)\—с 

Зув (22 — Зуг -- 227) =е-— (в—5)\ 

т.е, Зуг[2(у — =) - уг] =в — (@— 5). 
Но у—#-==а--В: подставивъ, найдемъ: = 

2у212(а — 68 -- у2] = (ва— -5. 
‚ Изъ этого уравнен1я опредлимъ уг; звая уг в у— я, легго зат$уъ наи. 

дехуъуи #. . р 

‚ ГЛАВА УП. 

НБкоторыя замфчан!я объ алгебраическихь 
уравнен1яхъ. 

250. Общий видъ всннаго алгебраическаго ура- 
внен!я. Мы видули ($ 117), что уравнен!е, содержащее нейзвВотное въ 
знаменатедяхь, можеть быть приведено къ цзлому виду. Далбе ны онаяиз 
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($5 234, 235), что уравнен1е, содержищее попзимотной нояк чивномь ради 

кала, можеть быть приведено къ ращональному виду. Нилвциги и ини мо 
жемъ сказать, что всякое уравнене, въ которомъ ноизиотинов оннийно 0% дап- 

выми числами посредствомъ конечнаго числа 6-ти алтобриичоокихь дости 
(сложешя, вычитания, умножен!я, дВлешя, возвышен1я иъ отепопь и извлеченя 

корня *), можеть быть приведено къ такому цфлому и ращональному вялу: 

Аз” -|- Ват —1-- Сжт-2--...-- Ка --Ь=0, 

тдВ коэффищенты 4, В, С...К и Г, суть постоянныя веществевныя или 
комплекеныя числа, & т есть показатель степени уравнешя. Н$которые 
коэффищенты въ частныхъ случаяхь могуть равняться 0. 

Уравнене такого вида наз. алгебраичеснимъ. Аагебраическя ЕЕ 

стелени выше 2-Й наз. уравненяни высшихъ степеней, 

251. НЪкоторыя свойства обв наЕЬ 

уравненгя. Уравневя высшихъ степеней составляютъ предметь выс- 
шей алгебры. Элементарная же разонатриваеть только нфкоторые частные 
случаи этихъ уравненй. 

Высшая алгебра устанавливаеть слфдующую важную истину: всякое 

алгебраическое уравнене съ вещественными коэффищшентами имфетъ веществен- 

ный или номпленсный корень (Теорема, Гаусса 1) (1799). Допустивъ эту истиву 
(доказательство которой въ элементарной в еоов было бы затруднительно), 
не трудно показать, что 

‘алгебраичесное уравнен!е имфетъ столько норней, вещественныхь или компленс- 

ныхъ, сколько едкниць въ поназателЪ его степени. 

‚ ДЪйствительно, согласно теоремВ Гаусса, уравнеше: 

Е: Ат” -- Вуъ —1-- От-а--...-- Ев --Ё =0 (1) 

нифеть вещественный или комплексный корень; пусть этотъ корень будеть а. 
Тогда многочленъ, стояпай въ лЬвой части уравненИя (1), долженъ двлиться 
на #-— а ($ 83,8). Если сдФалаехъ дёлен!е, то въ частномъ получимъ много- 
членъ степени #—1, у котораго первый коэффищенть будеть А, Обозна- 
чивъ друге его коэффищенты соотвётствекно буквами: В\, С1...К и, при- 
нявъ во внимане, что дЪлимое равно дВлителю, умноженному на, частное, 
можемъ прелставить уравнене (1) такъ: 

{< — а) (Аж -1-- Вит? -- Сат-з-,..-- К) =0. (2) 

Приразнявь 0 многочленъ, стоящЕ во вторыхъь скобкахь, получимъ 
иовое уравнеше, которое, по той же теорем, должно имфть нзкоторый 

корень В; всл$детв!е этого тВвая его часть можеть быть разложена на, два 
множителя: х — $ и многочденъ степени #-— 2, у котораго первый коэффи- 
щенть попрежнему будеть А. Поэтому уравнен!е (1) можно переписать такъ: 

®#—9 {— В) (А -*-- Вт...) =0. (3) 

1) Въ предположении, что нри возвышения въ степень и при извяочони корил 
неизв$стное ие входить ны въ показателя степени, ни въ показателя корня. 

3) Карлъ Фридрихъ Гауссъ—внаменитый нёмоцый математикъ (1777—1855). 
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Продолжая отм разсужлоня дал, дойдемь, нихопець, до того, что мио- 

гочасиъ, вонаючениый нъ посльднихь окобкахъ, будеть 2-Й степени, при 
чемъ пориый ого кооффищенть останется .4. Разложиоъ ототь трохчлонь 
ни множителей (8 220), приведемь уравнене (1) окоячатедьно къ иду: 

Ав —а) («—(&—1... @—№=0, а - 
гдв войхь разностей: х— а, х— 8... будеть т. Очевидно, что ур. (4) обра- 
цяотол пъ тождество при каждомъ изъ значенЙ: 2=а, х=В х=т... 
д=\ н не удовлетворяется никакими иными значенями м (если А--0); 
значить, уравнене (1) имфеть т корней а, В, 1... Х. Въ частныхь стучаяхь 
нфкоторые и даже всф корня могуть оказаться одинаковыми. 

Полезно замфтить еще слзлдуюнИя истины, доказываемыя. въ высшей 

алгебр. ' 
Сумма корней всякаго злгебраическаго уравненшя 

Адм -- Вт 4-... +24 =0) 
равна — В/д, & гроизведен!е корней равно 2/д (примфромъ можеть елу- 
жить квадратное уравнен!е). 

Если алгебраическов уравнен!е съ ветественными коэффищеятами иметь 

комплексные корня, То число этихь корчей четное (прихфромъ может 
олужить биквадуатное уравнеи!о). + 

Если алгобранческое уравноно съ вещественными о 
имфетъ я корней вид» р--4:, оно имфеть ® корней вида в — а (прим%. 
ромъ можеть служить биквалратное уратнея!, комплексные корин которагс 
всегда сопряззенные), и такъ канъ: ; : 

[ое --й=@е-р-Ш[е-рфи= 
=@— р Перри — 22-9), 

то л%вая часть урАвлена содержить въ этомъ случа в вещественных 
ипожителей вид в -- $2 с. 

Алгебраическое уравнеше нечетной степени съ вещественными коэффи: 
циентами иметь, по крайней мВрф, одинъ вещественный корень. 

Уравлешя съ произвольными буквенными коэффищентами степени не 

выше 4-Й разрфшены азебраически, т.-е. ллл`корией этихъ уравнений 
найделы обтия формулы, воставлевиил изъ гоэзффищентовь уравнепи 
посредствомь алгебраяческяхь дзйотвН. 

Зь этомъ смыел® уравненй съ произвольными буквенвыми коэффишен 
тажи степени выше 4-Я не мотуть быть разртены алгебраически (тео 
роми Абеля 1), однако, коглв. коэффииенты уравнен!я кажой угодно степен: 
выражены чибяами, веетдь 0с1%5 возможность вычислить съ желаемой оте 
целые приблаженя вг$ то кори, как вещественные, такъ п миимые 
Указал{е способавъ такоре вызислешй ебставляеть пАжпую часть пред 
мета выеилей алтибры. 

ие & лить › Р 

Г Парвекев мытельтикь пачаза ХЕХ стоят (1802 -=1827), 
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ГЛАВА! УШ. 
Система уравнен!й второй степени, 

252. Нормальный видъ уравнен!я второй сте. 
пени съ двумя неизебстными. Полное уравнен 

второй степени съ 2 неизвзстными 5 и у, посл раскрытя вл 
номъ скобокъ, освобождешя отъ знаменателей и отъ радикалов? 

и приведен!я подобныхъ членовъ, можеть содержать въ себ1 

только члены слёдующихь 6 ввдовъ: 

г 
чаены 2-й степени: члены 1-й степени :| | 

содержапие 21° | содержание х 

В - „у 
” у | 

и членъ, не содержащй неизвфстнаго (членъ нулевой степени) 

Перенеся вс$ члены уравненя въ одну его лЪвую часть, мы 
пряведемъ уравнен1е къ такому нормальному виду: 

ах? -|- бху -|- сх? -- ох -- ву-- #==0, 

гдф козффищенты а, В, с, а, е, $ суть данныя алгебраическя 

числа, положительныя или отрипательныя; нфкоторыя изъ НихЕ 
могутъ равняться 0. ` 

Одно уравнене съ двумя неизвЪстными СНОтЬ безчиолсн. 

ное множество решен, т.е. принадлежитъ къ числу неопре- 
двленпыхь (см. $ 121). 

253. Система двухъ уравнен!й, изъ ноторыхтъ 
одно первой, а другое второй степени. Общ 

видъ такой системы слБдующй: 

аз? -|-Ъу -- су На --еу--Р=0 
тх -|- пу =. 

Ее легко рышить способомъ подетановки. Для этого опре- 
хвлимъ изъ того уравнен!я, которое первой етепени, какое-нибудь 
одно веизвзетное въ завнсимоети отъ другого, напр., у въ вавл- 

симости отъ 2, и ветавимъ получепиое выражен въ уравнено 
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второй стенони; тогда вмЪето данпой сеуемы  Норниме 

Такую равиосильную систему: 

ин, сай р- ИИ се ас. Ш А 

Второе ен есть квадратное съ однимъ ео и 
Р5шивъ его, найдемъ для х два, значен!я: три 2у,, соотвётетвении 
которымъ изъ перваго уравнен!я получимъ два значеня дли 

другого неизвфетнаго: у; и Уи. Такимъ образомъ, предложейнал 

система имфетъ двЪ пары рёшевй (7, у,) и (хи, У. 

ПримЪръ [ 28 —4у'--=--Зу=1.. ур. 2-й отец. 

" | 25—у=1 лена Ур, 1-й степ, 

Изъ второго уравнешя находимъ: у= 22 — 1. Подставляемт 

это выражен!е вмЪето у въ первое уравнен!е: 

—4 (25—11) 2--3 (2—1 =1. 

РЬшаемъ это уравнен!е: 

2—4 (45—46 —3-1=0 
ее. 

— 152 232 —8=0; 154'—232--8 = 0., 

`23=/28'—4.15-8 _23-=И589—480 _ 28-749 
2.15 — 30 и 30 

23-7 238—717 16 8 
р ®,=— Ра = 30 п-т 

Поел% этого изъ уравнея у==2х —1 находимъ: 

| 8 1 
У=а. 1—1 =1 1’ 

Такпмъ образомъ, Вана система уравнен! имбетъ- дв} 

пары рой: : 

пе г. 
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254. Искусственные прфемы. Указанный преит 
примвимь всегда, коль скоро одно уравнен!е первой степени 

по въ ифкоторыхъ случаяхь удобнфе пользоваться искусствен 

ными премамп, для которыхъ нельзя указать облхаго правила. 

Прим ръ {. д--у=а; 29 =5. и 

Первый способъ. Такъ какъ предложенныя И датотт 

сумму и произведен! неизвЪстныхъ, то ($ 219) хи м можн( 

разсматривать, касъ корни квадратнаго уравнен!я: 

2 — в --=0; а - 

откуда: и=ечу ое 

Одинъ изъ этихъ корней надо принять за х, другой за, м. 

Второй способъ. Возвысимъ первое уравнене въ квадрат ыы 

рычтемъ изъ него учетверенное второе и 

а -- Злу-р у? == 
—4лу=— 465 

а — 2ху и —=а*— 46 

т.е. (х— 9)? = а* — 45; откуда —у==у®-—. 

Теперь имфемъ систему: 

2-у=а Сложивъ и вычтя эти уравнешя., 

х—у===Иа— 4 получимъ: 

27 =ауИй— 4; Зу=егуй-— 4. 

г“ а-=И а: 4$ гу а— 40 
Откуда: = уе -- уе , 

Замфтимъ, что здБеь знаки -- и = находятея въ соотвфтета 

другь съ другомъ, т.-е. верхнему знаку въ формулф для х ео. 

отвфтствуетъь верхний знакъ въ формул для и и нижнему 

знаку въ первой формулЪ соотвЪтствуеть нижн!Й знакъ о 

формулы. , 

1) Подобныя фразы употребляютея часто, рали краткости, вмфето „вов 

высямь 008 части ураваеня въ квадратъ“, „умножиме 06$ чаети уравчоя а 

ци “ит и." | 
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Таквуь Оравон, данная светема имфоть И пары умно: 

Вторая пара отличаеЕСЯ оть нервой только тЬмь, что зна- 

чеше х первой пары служить значенемъ у второй пары, и на: 

оборотъ. Это можно было бы предвидфть а р%07 (заран%е), 

такъ какъ данныя уравнстя таковы, что они не измфняются 

отъ замфны 2 нау, ау на х. Замфтимъ, что таыя уравнений. 

называются симметричными. | 

ПримВръ 2. ‘худа, гу. 

Первый способъ. Представивъ уравнеея въ видЪ: 

#Н(—у=а, #(-у=-Ь 
зам чаемъ, что х и— у суть корни такого квадратнаго уравнен1я 

21 — а2 6 =0, 

и! | Их 5 
сл№д.: 2==2 =54 +Уь --6; уж ая -(5-Ичи 

(нап ==, у=— 4). 

Второй споссбъ. Возвысимт первое уравнеше въ квадрать т 

сложимъ ето съ учетверенпымъ вторымъ: 

(2--у*=0'--4%; откуда: 2 у= а -- 46. 

Телврь имфемъ систему: 

гу=-5У А. 
д —у—а, 

Слолниь и рычтя эти уравиевя, чайдемт: 

ИЕ 46. ее ИЕ 

(злфеь знаки == находател въ. соотвЪтетв т), 
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Прим ръ $.  зу=ь м-н =. 

‚Возвысивъ первое уравнене въ квадратъ и вычтя яз® нос 

второе, получиму: 
а —} 

‚ Эду = *—6, откуда; ду = —;—. 

Теперь зопросъ приводится къ решению системы; 

ь ь а — 6 оруеа, дн. 
Г 7 

1 
которую мы уже разсмотрЬли вь примбрЪ первомъ. 

`255. Система двухъ узавнения, изъ нкоторыхт 
каждое — второй степены. Такая систома въ обшемт 

вид не разршается элементарно, такъ какъ она приводите 

къ полному уравнению 4-й степени. 

Въ самомъ дфдф, въ общемъ вндё эт® система представанотоя такъ: 

ада у су + де --су Г =0 
14/2? - Гау -- су? -- @з +еу--ЁР=0. 

Чтобы исключить одно неизвфетное, достаточно было бы изъ какого 

либо уравневшя опредфлить одно неизвЪетяое въ зависимости отъ другог 
я вставить полученное зыражен!е во второе уравнеше; но тогда приимюось бь 
освобождать уравнене отъ знаковъ радикала. Можно поступить проще 
умношимъ первое уравнен!о на с’, & второе на, с, и вычтемъ почленно однс 
изъ другого; тогда, исключится уз, в уразнове приметь видъь: 

: та? -|- пху + ра + ду + т =0, 
или эту? -|- (п -- Фу -|- ое г =0. 

р з 4 
Откуда: Уу=— ие и ". 

Ветавивьъ зто значейо въ одно изъ данныхъ уравношй и освобокилт 
полученное уравяене оть знаменателей, будемъ имЪть въ окончательном: 
результатВ полное уравнене 4-Й степени, которое въ общехь вид элемен. 
тарнымя способами не разр щается, 

Разсмотримъь нъчоторье частные случай, которые 

можно р6Ьшить элементарнымъ путемъ. 

Прим бръ 1  П-Р а 4-8. 

Первый способъ (способъ цодетановки). Изъ второго урапие: 

шя опредфлимъ одно неизвЪстное въ зазиеслмости отъ дру- 



— 272 — 

гого, напр., х == Е Ветавимъ это значен!е въ первое уривнинм 

я освободимся отъ знаменателя; тогда получимъ биквадритиие 

уравнеше у — 09° -- 53 =0. Рышивъ его, найдемъ для у четыри 

значения. Вотавивъ каждое изъ нихъ въ формулу, выведониун: 
ране для х, найдемъ четыре соотвфтетвующия значення дли 

Второй способъ. Сложивъ первое уравнене съ удвоеннымт 

вторымъ, получимъ: 

ау ау = а-Г2Ь, т.-е. (2-- у) =а-- 26. 

Откуда: ° х--у= = Уа- 26. . ‚ (1) 

Вычтя изъ перваго уравнен!:я удвоенное второе, найдемъ: 

28-9 — Эту =а— 2, т.-е. (1 — у =а— 25. 

Откуда: д—у==Иа— 25, ‚ \ (2) 

Не трудно видфть, что знаки -= въ уравненяхь (Т).и (7 

не находятся въ соотвфтетви, и потому вопросъ приводите: 
къ рьшеню сл5дующихъ 4 системъ первой стедени: — 

(” [т--у= Уа- 98 Ру= Уа-- 26 .1) т. 2) 
х—у== Уа—26 у р 

а 
ищу = Уа—26 р | 

Каждая пзъь нихъ рфшается весьма просто, посредотвозт 

сложешя и вычитавя уравневйй. . 

Третй способъ. Возвысивъ второе уравнеше въ, квадратъ, 

рполучимъ слфЗдующую систему: 

я у а, у =. 

Отеда видно, что 1? и у? суть корни квадратнаго уравнею: 

2 — а =0. — 

{зДЪеь знаки = пе паходятся въ соотвфтетви). 
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ПримБръ 2. 2—0, ху==5. 

Способомъ подстановки легко приведемъ эту систему къ би-_ 
квадратному уравневю. Воть еще искусственное рёшеше. 

Возвысивъ второе уравнеше въ квадратъ, будемъ имвть: 

| : да — уЗ—а, 2 уз = 

или 2-Е (— 9%) =а, 21 (—у) = —М. 

Отсюда видно, что 2 и -—у? суть корни такого уравнен!я: 

21 — 1— в =0; 

откуда: «ну МУ +ы. 

Одинъ изъ этихь корней надо принять за р дуло за—; 
послВ этого найдемъ хи у. 

ааа -|- Блу су ав еу--Г=0 
Прим Бръ З. | изу су? ==0. 

Раздфливъ второе уравнен!е (однородное) на у?, получимъ: 

а ‚ (=) + ь (;)+ + г, 

Рыпивъ это квадратное уравнев!е относительно “А пафдемъ 

два значен1я: “/, = ти ел =; откуда х = ту и х==пу. Под- 

ставимъ въ первое данное уравнен!е на м%сто х эти значев!я; 

тогда получимъ квадратное уравнен!е относительно у. 

256. Система трехъ и боле уравненй второй 

степени, а также системы уравнен! высшихъ степеней 

могутъ быть рЕшены элементарными способами только въ н- 

которыхь частныхъ случаяхъ посредствомь нскусственныхь 

премовъ. Приведемъ изкоторые примфры: ’ 

(ут =а 
1); у(2--у-- 2) =6 Сложивъ всё три уравнен!я, получимъ: 

2(#-ру- 2) = (# у 2) = а-Не--с. 

Откуда: #Ну--2 = -=Уа--6-- с. 
А Киселевъ. Алгебра. 18 
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Посл этого изъ данныхь уравневй находим’ 

. | 
Е УТЕРЕ!" ЕЕ 

(знаки == находятся въ соотвВтетв!и). 

2) 92 = а, ле ==6, лу ==, 

Перемноживъ всВ уравневшя почленно, получим: 2122 = 

афе, т.-е. (хуг)* == фе, откуда: ху == Иафе. Раздфливъ 91 
почленно на данныя, найдемъ: 

© | 5 Я я $ м © р > 5 © |=] |: я © © о + |=) Ы с < - . = 
— 



ОТДЬЛЪ \. 

Неравенства и. неопредёленныя 
уравнения. 

ГЛАВА Г. 

Неравенства. 

(Повторить $ 28.) 

257. Неравенства и ихъ подраздленя. Два 
алгебраическя выраженя, соединенныя между собою знаками 

> или < составляють неравенство; эти алгебраичесвя выра- 

женя наз. частями неравенства: лфвая часть и правая Часть. 

Подобно равенствамъ, неравенства, содержащя буквы, бы- 

вають двоякаго рода: 1) неравенства тождественныя, вЪрныя при 

всякихь численныхь значен!яхь буквъ, входящихъ Въ нихь, и 

2) неравенства, соотвфтствующя уравнемямъ, вфрнпыя только 

при нзкоторыхъ значеняхъ буквъ (эти буквы наз. тогда неизвЪ- 
стными неравенства; онф, обыкновенно, берутся изь послЪднихъь 

буквъ И Напр., Беравенетво 

(1-5 а)>1--2а. 

ро при всякихъ численныгь значеняхь буквы @, отличных» 
оть нуля, такъ какъ его лЪвая часть, равная всегда 1--2а--&?. 

превосходить правую часть на чиело 4*, которое всегда поло 
жительно (кромЪ случая а==0); неравенство же 

32-2 «#410 
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в®рио не при веякихь чиеленныхъ значешяхь = & только пре 

такихь, Ккоторыя меньше 4.. $ 27 

Иеупионства второго рода, подобно уравнешямъ, раздВля: 

ются ио числу неизвфетныхъ и по стеценямъ ихъ. 

О двухь неравенотвахъь говорятъ, что они одинаковал‹ 
смысла, если одновременно въ ` обоихь лЁвыя части ИлР 

больше, или меньше правыхъ; въ противномъ случаВ говорять 

что неравенства ПротивоволовнаЕО смысла. 

258. Цва рода вопросовть относительно нера. 
венствтъ. Относительно неравенствъ (какъ И равенствт), 
содержащихъ буквы, могуть быть а Во двоя. 
каго рода: . : 

1) доказать тождественное оао, т.-е. Е: 

вЪрность его при всевозможныхь значеняхъ буквъ, или, Ш 
крайней м$рЪ, при ао ОтраничеНиыхь заданными на 

передъ условями; Е 

2) рышать неравенство, содержащее неизвфотныя, т.-е. опре. 

дълить, между какими предфлами должны заключаться числен:. 
ныя значен!я неизвфстныхь, чтобы оно было вЗрно, т.-е. больше 

чего или меньше чего должны быть эти значеня неизвфетныхъ. 
Ршен!е вопросовъ того и другого рода основываетея нз 

нзкоторыхь свойствахъ неравенствъ, подобныхъ т®мъ, которых 

служать основашемъ для рёшеня уравнен!й. 

259. ГлавнЕйшия свойства неравенствтъь. 060. 

‘значая каждую часть ‘неравенства одной буквой, мы ‚можемт 
главнфйпИя свойства норавенствъ выразить такъ: 

1°. Если а> 6, то ь<а. 

Дъйствительно, если а>Ъ, то это значить ($ 28), что разносте 

а— 6 число положительное; но въ такомъ случа разность 6 —с 

должна быть чиеломъ отрицательнымъ и „потому 5 <а. 

2%, Если > и ‘ве, то р 

Дъйствительто, если >, то разность а—ф число положи: 

тельное: если >> с, то разность $ — с или равна 0, или есть числе 

положительное По тогда сумма этихъ двутъ разпостей: 



дот 
` 

(а—5)-- &—0) должна быть числомъ положительнымъ. Сумма 
эта равна: ав —-с=а— с; если же ревНосте @ — в число 

положительное, то а>е/ 

3°. Если а>ф иа >в, тоа-- а >ё--и. 

Дъйствительно, при этихъ услошяхъ разность @— 6 число 

положительное; а разность а, —Ё, или равна 0, или есть число 
положительное; но тогда сумма (а-— 5) (@, —6,), равная раз- 

ности (а--а,) —©--5,), должна быть числомъ положитель- 
нымъ; а это значить, что ара >ь--6,. 

Это свойство, благодаря тому, что второе изъ данныхъ нера- 
венствъ (а,>5,) соединено съ равенствомъ, распадается на 2 

отдзльныя свойства, которыя можно высказать такъ: ” 
неравенства одинановаго смысла можно почленно складывать 
если къ обфимь частямь неравенства придадимь поровну. 

то знакъ неравенства не измфнится; 

4°. Если @>6 и <, то а—а,>6— 6. в | `ы 

_ Дъйствительно, если а>>Ъ, то разность а—6 число положи 

тельное; съ другой стороны, если 0,<$,, то, значить, 8, >а,. 

и потому разность $, —а, или равна 0, или есть число поло. 

жительное; но тогда сумма этихъ разностей: (&— 5) -|- (5, —а,). 

равная (а—а,) — © —5,), должна быть чиеломъ положитель: 

нымъ; & это значить, что а—а>—В. . 

’ Это свойство такъ же, какъ и. предыдущее, `блатодаря ДВОЙ- 

ному знаку «<.во второмъ неравенствЪ, распадается на 2 от- 

дЪльныя свойства, которыя можно высказать такъ: 

изъ одного неравенства можно почленно вычесть другое 

неравенство противоположнаго смысла, оставивь знанъ перваго 
неравенства; 

если оть обфихъ частей неравенства отнимемъ поровну, то знакъ 

неравенства не изифнится; 
м 

5%. тс а>р ит положительное число, то пт и “> =. 

: ДВЙтвительно, если @а>5, то разность а число по- 

ложительное, и литому произведомя этой разности ма поло 
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1 
жительиыя числа ти о также ПОЛОИТЕЛЬНЫ миа, но Эт! 

ь 
проипведошя равны соотвьтственно разностямъ ат-—фти =— ле 

слфд, ат> т и >> — 

Сройство это можно высказать такъ: если об части неравен 
отва умножимъ или раздфлимъ на одно и то же положительное числ 
то знань неравенства не изифнится, 

. Если а> 6 ит оПрицАтельНо ис, то ат в и < 

Въ — дЪлЪ, при данныхъ условяхъ произведен!я @—5) 

и и (@—5) > какЪ пролззеден!я положительнаго числа на’ отрица 

тельное, долны быть числами отрипатожьшыии но произведен! 

ь 
эти а соотвфтетвенно ат — Вт и — — 2} ЗНаЧиТЬ, @% <Ь 

п, - ее _ 

т это можно высказать такъ: если обЪ части ‘нераве 

ства умножимъ или раздфлимъ на одно и то же отрицательное числ ( 

то знакъ неравенства измфнится на обратный. 
‚Въ частности знакъ неравенства изиняется на а 

при умножен!и частей неравенства на —1, т-е. при перен’ 

знаковъ передъ членами неравенства на противоположные; так 

7>2 71—10 | —2>—5 

7—2 2<+5 

О неравенствахъ, у которыхъ части — числа Положительных 

можно высказать еще слЗдуюпия, почти очевидныя, истины 

1, оли а>6 ис>а, то ас >64; > 
#0, ели а>Ь, то > М, а >? ит. д. 

8%. Вели в >В, то Ув > ИБ, Иа> Ук ит. д. (здесь вл 
комъ радикали обоэпачено ариеметическое значен!е корня). 

` 

4°. Если 4 и с« а, 02°. : 



260. Равносильныя неравенства. Неравенства, 
содержащця одни и тВ же неизвЪетныя, наз. равносильными, 

если они удовлетворяются одними и тЪми же вначенями этихъ 
неизвфетныхъ; такъ, 2 неравенства: 87-2 < #--10 и 32<=--8 
равносильны, такъ какъ оба они удовлотпоряютсл вначенями , 

меньшими 4, и только этими значешиями, 

Относительно равносильности неравенствъ доказкомъ теоремы, 
весьма сходныя съ подобными же теоремами относительно рав- 
носильности уравнен!й ($$ 112, 114). 

- 261. Теорема 1. Если въ объимъ частяиъ неравенства (со- 
держащаго неизвфстныя) прибавимъ или отъ нихъ отниисмъ одно и 
то же число, то получимъ новое неравенство, равносильное первому, 

Обозначимъь лфрую часть неравенства, содержащаго неиз- 
вЪетвыя, одною буквою А и правую часть — другою бук- 
вою В, и пусть т есть какое угодно число; докажемь, что 
два порты: 
` . 

‚ АВ (1) А+"> В+". @ 
. 

| равносильны, Положимъ, что первое неравенство удовлетворяется 
при н$которыхъ значеняхъ буквЪъ. Это значить, что при этихъ 
значен1яхьъ численная величина А дфлается больше численной 

величины В; но тогда при тЬхъ же значен1яхъ буквъ и числен- 

ная величина суммы А --т сдфлается больше численной вели- 

чин8 суммы В--т, такъ какъ если къ обфимъ частямъ нера- 
венства придадимъ поровну, то знакъ неравенства не изи}- 
нится. Значитъ, всякое рёшеше ОрОВЕНОтЫй (1) принадлежить 

и неравенству (2). =. 

Обратно, если прп ифкоторыхъ значеняхь буквъ численная 

величина суммы А-|-% двлается больше численной величины 

суммы В-Ёт, то для тЪхЪъ же значенй буквъ и численная 

величина А сдфлается больше численной величины В (если 
отъ обфихъ частей неравенства отнимемъ поровну, то...); слВд., 
вов рёшен!я неравенства (2) удовлетворятоть и НЕВЕ (1); 

значитъ, эти неравенства равносильпы, 

Переходя отъ неравепства (2) къ перавенетву а» мы замъ- 
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чаемъ, что отъ обфихъ частей неравенства можно отиять одио 

и то же число. 

‚ ЗамЪчанте. Число, прибавляемое къ обфимъ частямт па» 

разенства или отнимаемое отъ. нихъ, можетъ быть дано въ вид" 

какого-нибудь буквеннаго выраженя, при чемъь выражене это 

можетъ содержать въ себ и неизвфстныя, входяпия въ нера- 
венство; нужно только, чтобы прпбавляемое выражене при 

всфхъ значен1яхъь неизвЪстныхъ, удовлетворяющихъ данному 

неравенству, представляло собою опрделевно число (5 не при- 

0 
или оо нимало бы, Е .„ ВИДа — о 

СлЕдствге. Любой члень неравенства можно перенести изъ 

одной части въ другую съ противоположнымъ знакомъ. 
Если, напр, имЪемъ ‘неравенство: А > В-|- (С, то, отнявъ отъ 

обфихъ частей по С, получимъ: 4 — С В. 

`262. Теорема 2. Если 0бЪ части неравенства (содержашаго 
неизвЪстныя) умножимъ или раздфлимъ на одно и то же положи- 

тельное число, то получимъ новое неравенство, рояль „первояу. 

Докажемъ, что два неравенства: . | 

^ АВ (1) и Ат> Вт. (2) 

равносильны, если только положительное число. 

Пусть при н$которыхь значешяхъ неизвфстныхъ численная 

величина А дЪфлается больше численной величины В; тогда 
при тЬхъ же значеняхъ неизв$стныхь и численная величина 
произведеня Ат сдфлается больше численной величины про- 
изведения Вт, такъ какъ отъ умноженя обфихь частей нера- 

венства на положительное число, какъ мы знаемъ, знакъ не- 
равенства не измфняется. Значитъ вс ршен1я неравенства (1) 
удовлетворяютъ и неравенству (2). 

Обратно, если при нфкоторыхъ значеняхъ буквъ чиСленная 

величина .4т дълается больше численной величины Вт, то при 

т5хъ же значеняхъ буквъ и численная величина А сдфлается 

больше численной величины В, такъ какъ отъ дфлен!я об\ихъ 
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частей неравенства на, положительное число знать ее. 

не измфняется. 

Зам чане. Положительное число, на которое, по дока 

занному, мы’ имфемъ право умножить или раздВлить обЪ част 

неравенства (не изм$няя его знака), можетъ быть дано въ вид 

буквеннаго выраженя, при чемъ это выражен1е можеть содержат 

въ себБ и неизвзетныя, входяпйя въ неравенство. Но пр 

этомъ надо особо разсмотрЪть, при вофхъ ли вначенять букв 

входящихь въ выражен!е, на которое мы умножаемъ или ду 

лимъ 06$ части неравенства, это выражене остается положи 

тельнымъ числомъ, _ 

Напр., умножимъ .0б части неравенства 4 >> В на вырез 
жене (1— 5); 

.. АВ (0. 4А@—5)>8В(@-—5 с 
его 

Множитель (л—5)* остается положительнымъ числомъ пр 

всфхъ значешяхь х, кромз одного: 2==5. Значить неравев 

ства (1) и (2) равносильны въ томъ случаЪ, если первое из 

нихъ не удовлетворяется значешемъ х==5; въ противномъ ж 
случа неравенство (1), удовлетворяясь всфии ршешями не 

равенства (2), имфеть еще свое особое ршен!е: х=5 (это р" 

шене, конечно, неравенству (2) не удовлетворяетъ). 

СлЕдстве. Если 0бЪ части неравенства содержать полож 
тельнаго общаго множителя, то на него можно сояратить неравенств 
Напр., въ обфихъ частяхъ неравенства: 

(@#—5)—10>@—5)8 2) | 

есть оби множитель (2 — 5)*. Этотъ множитель при х == 5 обра 

щается въ 0, а при всЪхъ остальныхъ вначещяхъ х онъ есть числ 
положительное. РЁтен!е х = 5 не удовлетворяеть данному не 

равенству. Желая рЪшить, удовлетворяется ли оно при дру 

гихъ значеняхъ х, мы можемъ сократить об части неравенств 

на (х-—5)*, какъ на число положительное; послБ сокращен!я по 

лучимъ: #—13>>3 —х, Веб значешя =, удовлетворяюцщия этом 

неравенству, за исключешемъ х=з 5, удовлетворяють н данном 
неравенству. : 
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‚ 263. Теорэма 3, Если о5Ъ части неравенства (содоржащаг( 
_ неизвфетныя) умножимъ или раздфлимъ на одно и то же отрицв. 

тельное число и при этомъ перемфнимъ знакъ неравенства на про. 
тивоположный, то получимъ новое неравенство, равносильное первому. 

Эта теорема доказывается совершенно такъ же, какъ и те. 
орема 2-я; надо только принять во вниман!ю, что оть умноже. 
ня или отъ дФлен!я обфихъ частей неравенства на отрицатель. 

ное число знакъ неравенства измВнлется на противоположный. 

По поводу этой теоремы можно высказать такое же замфча. 

не, какое было сдфлано по отношенйюо къ теорем 2-ой. 
. 

СлЪдств!я. 15. Перемнивъ у всозхъ чтеновъ неравенства 

знаки на противоположные (т,-е. умноживъ 66% его части на —1), 

ые оны измфнить знакъ неравенства на противоположный. 

. Нельзя умножать обБ частая неравенства на ен 

множителя, знакъ которэго неизв;стенъ. 

32. Неравенство съ дробвыми членами можно привести 1 ЕТ 

пфлому винду. Возьмемъ, напр., такое неравенство; 

А й С № 

р №. > | (Г в) 

Перенесемъ вс члены въ лБвую часть и приведемъ ихъ кт 

общему знаменателю: 

И 9 вр” © 
‚, Еела ВР положительное число, то мы можемъ его отбросить 

не изыёняя знака неравенства, потому что отбросить ВО вс 

° равно, что умножить на это число об части неравенства. 
Отбросивъ ВД, получамъ неравенство, не содержащее дробей 

Ар -—ВС>0. 

’Еели ВР отрицательное число, то‘мы можемъ его отбросить, 
перемЪнивъ при этомъ знакъ неравенства ма противоположный 
тогда енова будемъ имЪть неравенетво еъ цзлыми члевами: 

Ар—в5с<о 
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[о всли знакъ ВД неизвфстенъ (что быпаоть пиииици ни Ци 
когда В и Л седержатъ неизвЪетныя), то мы но можежь умнимать 

обЪ части неравенства на ВД. Тогда разсуждаемъ таке чан, 
дробь была положительна, необходимо и достаточно, чтобы у 
вел числитель и знаменатель были одновременно или положи: 
тельны, или отрицательны, СлЪ$д., неравенство (2) удовлогво. 
рится при такихъ значеняхь буквъ, при которыхъ 

АР ВС>0 и | АР ВС<6. 
вр ‘| ` вхо. 

Такимъ образомъ, рёшен!е неравенства (1).сводится къ р. 

шен1ю системы двугъ неравенствъ, не содержащихъ знаменателей. 

264. Доказательство неразенства. Нельзя установить 
какихъ-лнбо общихъ правнлъ для обнаружен!я вЗрности предложеннаго нера- 

венства. Замфтимъ только,‘ что одинъ изъ премовъ состоить въ томъ, 
что прелложенное неравенство преобразовывають въ другое, очевидное 
и затБыъ, исходя изъ этого очевалнаго неравенства, путемъ хогическихт 
разсуждевй доходять до предложеннаго. Приведемь нзкоторые примфры, 
‚ 1, Доназать, что среднее ариометнческое двух неравныхъ положительных 
чиселъ больше ихъ среднаго геомзтричесяого, 

ея. 
г..е. что > И, 

если аи 5 положительныя числа, неравныя другъ другу. 
Предположимъ, что доказываемое неравенство вфрно, Въ такомъ ООН 

будуть вЪрны и сяблуюния неравенства: 

(=> > (=); ыы фм ав, 
2 

‚ @— 2% +®>0; (@ —5):> 0. 

Очевидно, что послВднее неравенство вфрно для всякихъ неравныхь 
значен! а и Ь, какъ положительныхь, такъ и отрицательныхъ. Изъ этого 
однако нельзя еще сразу заключить, что и доказываемое неравенство 
взрно; нало еще убфдиться, что изь посдфдняго иерввонства можно по. 
хучить, какъ слёдотыя, во предылушия. Просмалривая эти неравенства 
отъ послёщняго къ первому, видимъ, что вс® они ралносильны лругъ лругу, 
если добавить ограничен!е, что буквы’ а и 5 должны теперь означать 

тельно положительных числа, такь кокъ если одна’ изъ этих 

буквъ-—етрикателькое чиело, то 'Уаб будеть инимое чиехо, & если 06% 
а-+-5 

2 
буквы--отрицательныя числа, то будеть отрицатольное число, а С 
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—ячисло положительное, & отрицательное число не можетъ быть больше по- 
ложитольпаго !). 

|. Доказать, что величина дроби: 

а ета... Е 

рыть. Еы 

занлючается между большею и меньшею изъ дробей: 

м4 ее 
в 6 

если всЪ числа: а, 22. .; @, 6. . — положительный 

Пусть 43/5 булеть дробь, которая не больше никакой изъ остальныхь 

пробей, и @*/.—дробь, которая не меньше никакой изъ остальныхь дро- 

бей. Позожамь, что @4] 5, = ии Ян, = == 4. Тогда, согласно предположенио: 

1. а 23 @ь 
ны $,— >24, "> 68 5 > 

@в _ и ри 

$, = 9» 51 < 4"... в 24, >. 1 4». 

Отстода: 23 = 6:01, 93 > 624ь @3 20191... @, > 641 

я Ян = би» Яв-1 319, --- 61: 629» 1 < 9, 

Сложивъ почленно всё неравенства 1-й строки между собою и вс нс- 

равенства 2-Й строки межлу собою, получимъ: 

ааа: .. ыы +Ьь+ь+... + а, 
и нае +... < + ы-Ы ... +4. 

Разлвливъ 0об% части этихь неравенствь на положительное число 

+в -+- ... -Н 5» окончательно найдемъ: | 

Г а: + в аз- ... = ав 
“>, -- в, -- + нае +5, "> 

что и требовалось доказаль. 

1) Полезно замфтить, что предложенное неравенство становится натлях. 
вымь, если придедимь ему геометрический смысль. На произвольной прямо 
отложямъ отрфвокъ АВ, содержащЙ а линейныхь единипь, м въ томъ же на- 
правлен!и — отрёзокъ ВС, содержащий 5 такихъ ке линейныхь единиць. На 
отр8зкв ДО, равномъ а -|- ©, построим, какъ на даиотрЪ, полуокружность я 
изъ В возставимъ кз 40 перлендикуляръь ВЛ до переезчен!я съ полуокруж- 

ностью. Тогха, какъ извфотно изъ геометрии, ВЛ есть срезняя теометриче. 

ская между АВ и ВО, т.-е. ВО = УаБ; средняя ариеметическвя АВ и ВС 
равна, очевидно, рад1усу. Такъ какъ хорда меньше даметра, то ВЛ моньте 
рамуса, если только ВГ) не совиадеть съ радусомъ, т.-е. веди ай, 
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265. Ршеше. одного неравенства перво“ 
степени съ одним нелзвЁстнымть. Общ вид 

неравенства первой степени съ однимъ нейзвёстнымь, пос 
тороЩеНы его, есть сдздующИ: 

ах > или ах << $. 

‚Если а>0, то, раздёливъ на а обЪ части неравенствъ, по- 

дучимъ тамя равносильныя неравенства: 

„>. ИЛИ <. 

р 

Если же а<. 0, то равносильныя неравенства будутъ (вепо 

мнимъ, что при дфлени на отрицательное число знакъ нера 

венства изыфняется на противоположный): 

„<. ИЛИ =>... 

Такимъ образомъ, одно веравенство первой степени дает 
для неизвЗетнаго ‘одинъ пред$ль!), ограничивающий значен! 

неизвЪстнаго или сверху (верхн1Й предфлъ, когда х« т), ил 

снизу (нижн!Й предфлъ, когда г > т). Поэтому вопросы, рЪ 

шее которыхъ приводится къ рёшенпю одного неравенств 

первой СООВеНИ: раноежАЕЕ КЪ вопросамъ ВОДНЫЕ: 

Примръ |. Решить неравенство (22 — 5)--27< (2-1). 

| Раскрываемъ скобки: — 105 —27 < 47-421. 

Переносимъ члены и анк приведене: —145< 23. 

Двлимъ об части на — 14: о #>- 2. 

266. Два неравенства первой степени съ 
однимъ неизвфЪстнымть. Иногда случается, что во- 

просъ приводится къ рёшенцо двухъ неравенствъ первой сте 

*) Зх6сь слово „предвлъ“ не имфеть того значен!л, которое придается ему, 

когха ГОВОряТъ 0 „предёлё“ перемфннаго числа; здВсь, какъ и въ нВкоторыхъ 
другахъ случанхь (напр., въ выражен! и „предвль «погрЁшности“), слово’ „пре- 
дБль“ означаетъ число, больше котораго или меньше котораго разематривае- 

ман величина не можеть быль. 
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лени сь однимъ меизвёстнымъ. Рёшивъ ихь, мы получимь 

изъ кождаго по одному предфлу для нейзвфстнага. При отомь 

надо различать слёдуюдие $ случая: 

1) Предфлы одинаковаго смысла (т.-е, оба верхн!е, или оба виж- 

н10); тогда достаточно взять одинъ изъ нихъ. Если, напр., 

>17 и х> 12, то Достаточно взять только #12, потому 

что если х>12, то и подавно х°>7; или если, напримЪръ, 

х<5 и зх< 8, то достаточно положить, что <. 65, потому что 

тогда, и подавно, < 8. ‘ 

2) ПредЪлы противоположнаго смысла @.. е. одинъ верхн!й, дру- 

той нижыШ) и не противорфчать другъ другу; напр., х>10 и 

д>15. Въ этомъ случаЪ для неизвфетнаго можно брать только 

тавя значешя, которыя заключены между найденными предВлами. 

3) Предфлы противорёчать другъ другу; напримЪръ, 2<5 и 

#>7. Въ этомъ случав СрАВЕНОТИА, взятыя совмЪстно, не- 

возможны. 

Е: Най ‚3 еж 5 адача. Найти число, с котораго, сложенныя съ 5, 

меньше половины искомато числа, а Б разъ взятое число 

меньше суммы 60 съ удвоеннымъ искомымъ числомъ. 

. Обозначивъ искомое чиело черезъ <, получимъ: 

Па < а и 5х < 60 - 2х. 

Откуда: >%5 нг« 20. 

Сл®д., задача невозможна. 

257. Ршене неравенства второй степени 
съ однимть неизвЪстныймть. Общ! видь такого неравен: 
ства, по упрощени его, есть сябдующ: 

я - ` 

ва -- бе ео. 
. > 

Такъ какъ знакъ < всегдя можеть быть привелеяъ къ знаку >> (умпо 
женомъ обВихъ частей неравенства, на — 1), то достаточно разсмотрфи 

яе авонство Вила: 
р а? ие 0, . 

ВЪ оторонь Чис40 4 можеть быть и положитезьнымь, и отрицительнымъ, 
Ршен!в отого норавенетва основано на свойств трехчлена, 25-6. {1 

разлагаться ва ипожитолей первой стевсни относительно 2 ($ 220), 04, 
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значивъ черезъ’ ‘ци 8 корни этого трехчлена, мы можемъ замнить его в. 
изведенемъ ##— ®(#— 1), и тогда неравенство можно написать тзкъ: 

: 1 ® (2—9) (29 >0. 
раземотримъ отдфльно ‘три сдёдующие случая: 

’ 3. Корны вещестеенные неравные (что бываеть тогда, когда 52 — 46 >С 

($ 228). Пусть «>|. Если а>0, то произведеше а (#—) (#—1), оче 
ВИДНО, ТОГДа Положительно, когда каждая изъ разностей; х —виж— 
положительна или каждая отрицательна. Для этого достаточно, чтобы 
было больше а (тогда подавно х бодыше в), или же чтобы х было меньше 
(тогда подавно х меньше а). Сл$д., въ этомъ случа неравенство получает 
рёшеню при “>аи также ‘при м < В, т.-е. 2 должно быть или больш 

бёльшаго корня, или меньше меньшаго кория- 
‚ Коли же «<0, то произведене (7—1) (2—9 тогда позожительн 
когда одна изъ разностей: х —аи х—| отрицательна, & другал положя 
тельна. Для этого достаточно, чтобы д удовлетворяло неравенствамт 
и а, т.-е. чтобы величина 2 заключалась между корнями трехчлена 

‚ Корни вещественные равные (что бываеть тогда, когда, о 

Е а =}, то неравенство принямаеть видъ: 

(а — > 0. 

Такъ какъ при всяхомъ вещественномь значен!и х, не равномъ а, числ 
{ — а} положительно, то при а > 0 неравенство Гудовлетворяется веевоз 

можными вещественными значенями х, ва исключешемь 2=а, а при а < 

это неравенство невозможно. `...;. , 

Ш. Корим мнимые (что бываетъ нь 63— а 28 

Пусть а=т--И —я; въ такомъ случа В-=т И -я. 

Тогла х-а=е—{т--И —=е—т-—У —п 

и —=2—т—-Уи=(@а-т Ия. 

Слх,  а—а-р=аа—т (п ече—т п, 

и неравенство можно написать такъ: а[(х — 2)? + п] > 0. Такъ какъ сумм 

(&—т}--п при всякомъ вещественномъ значени х есть чиоло положи 

тельное, то при <> 0 неравенство удовлетворяется всевозможными значе 
нями т, 8 при а < 0 оно невозхотжао- 

Прим рые. 1) Рёшать неравенство: а? -- 35 — 28 >> 0, | 

| Корви трехчлена: «=4, 8 =-7. Слфл, неравенстве зожно написать 

#—4[#—<- 1 >0. 
Отсюда видно, что х>4 или д< --7Т. 

2) Рашить неравенство: 429— 285 ка 49> 0. 
Корни суть; а==814.. 

й 

Поэтому 4(2—3:> 0. 
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Откуда видно, что поравецство невозможно. 
3) Рмиить норавенотво: 22 — 42 --7 > 0. 

Кории буты а==2--У —8;}=2-—И —8; поэтому Неравенство можно 
написать Ти: (0—2 --3>0, Отсюда видно, что оно уловлетводяется 

всевозможными вещественными значешями &. 

® ГЛАВА ‘И. 
Неопредфленное уравнеше первой степени съ двумя 

° неизвфстными. 

Задачи. 1) Сколько нужно взять монеть въ 2 коп, и ВЬ 3 КоП., ‚ чтобы 

соотавилась сумма въ 25 кон.? й 
Вопросъ приводится къ рёшенио въ а и позодительныхь числахъ 

неопредфленнаго уравнен1я 25 -|- Зу==25. , | 1 

2) Вь обществ, состоящехь изъ мужчинъ и ненщинуь, быль сдфланъ 
въ складчину сборъ, при чемъ каждый мужчина платилъ по 5 рублей, а 

каждая женщина, по 2 руб. Сколько было въ этомъ обществ» мужчинъ и 
сколько женщинъ, если оборъ составиль 100 руб? . 

Вопросъ приводится къ: рёшен1ю въ цфлыхь`и позожительныхь числах 
уравнен!я 5х _ 2у = 100. 

’ 268. Прерварительное `завл\Ь ванте, АЕ в 
прежде разъяснено (8 121), одно уравнев1е съ двумя неизвЪот- 

ными имфеть безчисленное множество рёшевйй и потому назы- 

вается неопред$леннымъ. Но бываютъ вопросы, когда требуется 
найти не как1я бы ‘10 ни было ршен1я неопредвленнаго ураз- 

нен1я, & только цлыя, и притомъ ‘положительных; при этомъ 
услови можеть случиться, что одно уравнене съ двумя неиз- 
вфстными окажется опродфленнымъ (а иногда и невозможным т). 
Раземотримъ сначала, какь можно находить пфлыя рЬшеня, 
все равно, будуть ли они положительныя или отрицалельныя, 

% потомъ укажемъ способъ отдфлять изъ этихь ифлыхь рЪше- 
И только положительныя и нулевыя. Бе г 

269. Ногда неэпредБленное уравнеше‘ не 
имБетъ цфлыхъ уфшенй. Всякое уравнене первой 

степени съ двумя ноизвфетными, посл надлежащихь преобра- 

зованй, можетъ быть приведено къ виду ах-- бу = с, гдВ а, 6 

и с суть данныя пфлыя числа, положительныя или отрицатель, 
ныя. Мы’ предположимъ, что эти числа не имотъ пикакого 



общаго дЪлителя, кром?; 1, потому что въ противномъ случа’ 

мы могли бы сократить на него уравнене. "Пра этомъ р 

логко показать, что 
‚ если коэффищенты а и [В Вю общаго "ава, отличнаг 

отъ Т, то уравнен!е не можеть имфть цфлыхь рьшенй. 

Въ самомь ДЬлЪ, если допустимъ, что а и 6 имТють общаг 
дЪлителя эн 1, а © на него ве дфлится, то, при цфлыхъ зна 

ченяхъ хи 9, лЪвая часть уравнев1я предетавляетъ п%ло 

число, дТлящееся на п, а правая часть есть цфлое чиело, н 

дълящесся на и; значить, уравнене невозможно при пфлых 
значешяхь хи у. Напр., уравнен!е 6х —21у==19 не удовле 

творяется никакими цфлыми числами, такъ какъ, при цфлых 

зпачейяхь хи ур разность 6=— 21у длится на 3, тогда как 

19 ве дЪлитея на 3. 

Итактъ, разсмотримъ рышеше уравнешя ох--5у==е въ пред 

положен и, что числа а и 6 взаимно простыя. 

279. Частный случай, ногда нансй-нибуд 
ИЗЪ коэ<д<лИищентовъ д и 6 равэмъ Ё Пусть, вашр. 

›=1, т-е. уравнене имЪеть такой видъ: 

аз-Р у==е; откуда: у=е— ах. 

Изъь поелфдняго равенства видимъ, что, подставляя выВсто 

‹авя угодво цфлыя числа (положительных или отрицатель 

тыя), мы будемъ получать и для у цфлыя чиела. "Число этих 

эБшенй, очевидно, безконечно; всЪ они заключены въ равен 

ств: у==е— ах, которое поэтому можно разсматривалть, как 

р5шене предложеннаго уравненя. 

Прим ртъ. Решить уравнене: х— 5у =17. 

, Ршене: х==5у-- 17. . 

Подставляя выфето у произвольныя цфлыя чиела: 0, 1, 2 

3,.... — 1, — 2, — 3... получимъ для 2’ еоотьфтетвующия зна 

ченя, выставлелныя въ слфдующей таблип%: * 

А Киселевь Алгебра, " 19 
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271. Частный случай, ногда с=0. Чюбы миит 
уравлене: ах-- ду =0, въ которомъ а и 6 цблыя взаимно про 

етыя чиела, опредБлимъ какое-нибудь одно нойзяфстное вь ви 

вясимости отъ другого нензвЪетнаго (для ясноета мы ое 

`параллельно бу Вонный и численный примЪры): 

а 11; 5у=0 

В я | — 

ы | 

Отеюда впдио: чтобы х было цфлое число, необходимо п до 

статочно, чтобы произведеше фу дфлилось на а, Но Ь пасут 

числа взапмно` простыя; поэтому для дфлимости бу на & пео 

ходимо !) и достаточно, чтобы у дГлилось па а, т.-е. чтобь 

частное У/а было цЪлое число (какое угодно). Приравпявъ эт 

частное произвольному цфлому числу & получимъ: 

= $; у #=—8 З = У= ИЕ =— 5+. 

Такъ какъ # означаетъ произвольное цжлое число, какъ по 

ложительное, такъ и отрицательное, то мы можемъ замфпить 

на —& тогда получимь для пеизвЪстныхъ друйя формулы: 

' . у=—@8 «=М | у=р-— И. #=5 

Такихь образомъ, уравнеше имбеть ршещя, выражаежы: 
: 

х—=5 
у=— 17, 

х=—& | 

у = @ 

Формулы эти можно высказать такъ: важл03 неизвфетное ураз 

ченя ах-|-- 8у = 0 разно одному и тому м2 пролзвольному цфлом 

числу, улноженному на ноэффищенть при другомъ неизеботномъ, пр 

чемъ наной-нибудь одинъ изъ этыхь коэзфищентовь долиень быт 

взлть съ ебратнымъ зналомъ. 

х== — 651 | х=и | 
пли 

| у=17Е у== — а | 

'} Этц необхотимоеть доказывается въ ариолетикв; см., наир., А. Кисолов 

®Онитьиизичеси,Й нуроъ аризмотини‘ (3 120). 



Прим Еръ. 92— 13у=0: 2=134 | у=9 пи #=— 188 
у = — 92. 

272. Обиуй случай. Когда ви одинъ изъ коэффищен- 
топъ @ и не равенъ 1, и свободный членъ с не разенъ 0, 

данное уравнен!е, посредствомъ. пЪкоторыхь преобразован, 

приводять къ другому уравненцо, у котораго козффищенты 

мевьше сравнительно съ первымъ; это уравнене, въ свою оче- 

редь, приводять къ третьему, у котораго коэффищенты еще 

меньше, и т. д., пока не получать уравнешя, у которлго коэф. 

фицентъ при какомъ-нибудь неизвфетномъ равенъ 1. Такое 

уравнен!е, какъ мы впдфли, рЬшается пепосредственно. 

Чтобы свести уравнено ах-|- 69 == [1] къ другому, у Жото- 

раго коэффищенты меньше, употребимь послЪдовательно таце 

три ирема (для ясности мы параллельно беремъ буквенный и 

численный иримры): . 

1°. ОпредЪяимъ изъ уравпешя то неизв1.стное, у котораго 

коэффищшенть меньше; пусть, напр., 6<Са; тогда опред! лимъ 9: 

ах Фу=е 26% —Ту = 43. 

_е— ах - _ — 48-264. 
Е Е 

2° Исключимь изъ полученной дроби цЪл0с: число. Пусте 

отъ дъленя с на 5 частное и остатокь соотвЪт. твенно булутЕ 

с и (сет с 5, тов, =0.и 4=6), а отъ дёаешя а на [я 

частное и остатокъ пусть будеть в, и 7; тогда 

Ш! 
, ны у=-— 6-4 32-- ве, 

Изъ этого и заключаемъ: если х и у—чиела цълыя. 

9 — - 
то п частное Ч с такле— число цфос; © 9 'ралро, если частное 

и- 7 ! : . ' 
а число цБлое при цз омъ знаяеши х,%о у—число це 

6 ; 

ицачитъ, для того, чтобы х и и Гыли числа цфлмя, веобхадим 
и 

и достаточно, чтобы выражеше — было чибломь нълымт 

при цфаомь зпачешш 2. Поз.ому: 



3%, приравияемь произвольному цифлому числу Ё диииь Ныиу 

чиршуюеся нося исключешя цфлаго числа: 

а: 
| Ш Е 

тогда уе а | у= — 6-3 5 

Если мы найдемъь цфлыя значення для х п & удовлетворлю 

ния ур. [2], то, подетавивъ ихъ въ ур. [4], найдемъ и для а 

соотвфтствующее пфлое число. Такимъ образомъ, рЕщеше ур, [1 

сводится къ рёшенш ур. |2], которое можно писать такъ: 

У 

р ит == а |191 | 

Коэффищенты этого новаго уравневя меньше коэффищен: 

товъ даннаго уравпиеня, потому что одивъ изъ нихъ равент 

меньшему коэфбииценту давна:о уравненя (именно 6), а друго? 

(+) равенъ остатку отъ дфлешя большаго коэффищента даннаг‹ 

уравненя на его меньший коэффишенть (отъ дфлен!я а на В). 

Тёмъ ще способомъ мы приведемъ уравнеше [2] къ третьему, 

у котораго коэффашенты ‘еще меньше; это—къ четвертому. 

у котораго коэффищенты еще меньше, ит. д., пока, наконецъ, 

не получимъ уравнев1я, у котораго одинъ изъ коэффищентовт 

будеть 1 и которое, слфд., рЬшастея непосредственно. Такъ 

для взятаго нами зисленнаго примфра получимъ: 
= р. | И а 

5 5 

1 | 
Приравпиваемь —-^ - произвольному. цфлому чиеду &: 

21-1 В | ее [3 в=Н-Ь [В 
5 

Изъ уравненя [3] опредфляемъ неизвестное & у которагс 

коэффищентъ меныше: 

 —1 
Приравниваемъ 1 о = произвольному цЪлому числу 1! з' 

{ — 1 ь 
й рр: сы ! --. — ==/, [41 = -- 1 

—ы 



Въ урломеши |4], которое можно написать такъ: В — 1 = 4/,, 

козфишенгь при одномъ непзвфетномъ равенъ 1, а потому 
оло рАишетен пелоередетвенно: 

1 ==1-. 9%, №] 

ЗаЛеь /, можеть принимать произвольныя цфлыя значен!я. 

Положи», напр., &==0, найдемъ: & ==1; подставивъ эти числа 

и» ур. (С), получимъ #==2; изъ ур. (В) находимъ: х=3, и, 

ипконецъ, ур. (А) даеть у==5. Назначивъ для /, какое-нибудь 

другое цфлое число н переходя поел®довалельно черезъ уравне- 

я (0), (С), (В) в (4), найдемъ соотв тетвующ я значеня хи у. 
Впрочемъ, предпочитаютъ составлять формулы, выражаюцщ!я 

хи у въ прямой зависимости отъ окончательнаго произвдльнато 
цЪфлато числа. Переходя посл довательно отъ ур. (О) къ (С), отъ 

(С) къ (В) п отъ (В) къ(.4), найдемь посредствомъ подстаповоктъ: 

1 =1--26; #==2 (1-24) К =а--а; 

д (8-52) == И; 
у=—- 6-3 (8-4- 74) --=- (8-5 5%) =5-- 26%. 

Равенства х=3 7 и у = 5-26, 
и т ) я 

которыя удобнфе писать безь знака при буквЪ $ т.-е. такъ; 

х==3-- 7 н у=5-- 96 х 

представяяють собою общее рее даннаго уравнен!я, такъ 

какъ, подставляя вмЪето { произвольныя цФлыя числа, какъ 
положительныя, такъ и отрицательныя, мы будемъ получать 

всевозможныя цфлыя значення хи у, удовлетворяюцщия дан- 
ному уравневио. Н»Ъкоторыя изъ этихь значе! помфщены 

въ слфдующей таблиц»;. : ' 
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273. Исгра неопред ленкоз уразионе из Котт 
цфлыя ръшеми, РаземотрЪвь описавпый способъ р1ино- 

вы, мы замбчаемъ, что коэффищенты послфдовательныхь ура» 

ношй паходятся такъ: бблыш@ коэффащенть даннаго уравио- 

шя дЪлитея на мевьпий, и остатокъ принимается ва меньший 

коэффищентъ второго уравнен!я; затБыъ меньций коэффищентъ 

даннаго уравнен!я дфлится на остатокъ, и остатокъ отъ этого 

дБлешя принимается за мепьций воэффищентъ третьяго урав- 

вен!я; далфе, первый остатокъ дфлится на второй, второй на 

трей и т. д., при чемъ остатокъ оть кажлаго изъ этихъ дБ- 

лен! принимается за меньшй коэффищентъ селбдующаго урав- 

неня. Изъ ариеметики извЪфстно, что такпмъ способомъ посл%- 

довательнаго дфлев1я находится общ напбольш!й дфлитель 

двугь чиселъ. Но такъ какъ коэффищенты даннаго уравнен!я 

суть числа взаимно простыя, то ихъ оби! наибольтй дБли- 

тель есть 1; поэтому, дБля больш! коэффащенть на меньпи!, 

потомъ мень на первый остатокъ, первый остатокъ на 

сторой и т. д., мы непремфнно дойдемъ до остатка, равнаго 1, 

т.-е.. получимъ уравнен!е, у котораго одпнъ пзъ козффищен- 

‘товъ равенъ 1, а такъ какъ это уравнев!е всегда рёшаетея въ 

цфЛыхЪ чпислахъ, то и данное уравнеше въ этомъ Е до- 

пускасть цфлыя рБшевтя. ь 

ПрипявЪъ во впимаше сказанцов ральтте ($ 269), заклточаемъ: 

Если въ уравненми ах-Р ду==е коэффишенты а, би с суть ц%- 

лыя числа, не имъющ!я сбшаго дфБлителя, отличнаго отъ 1, то для 

того, чтобы такое уравнешме имфло иблыя рёшеня, необходимо и 

достаточно, чтобы ноэффищенты аи $ были числа взаимно простыя. 

274. ИБкотопыйя упрощенЕх. 1. Если въ уравненйи ах -- Ву =с 
чигла а ис или фи с имьютъ общаго дЪлителя, то на него уразнен!е можно 

сонратить. } . 

Пусть, напр., а-и с хБлятся на нфкоторое число р, такъ что а и 

е—=ср. РаздВливъ на р всё члены уравнен!я, позучимь: ‚ 

ИД 
а’х -- Е с; 

р. 

фу 
откуда видпо, что частпое г долкно быть числомь дфлимь; по вип 

суть чнола пзаимио простыя (въ противиомь случав пе® зри чин 
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а, би в имТли бы обцаго д\лителя, большаго 1, я урапнеп!о могло бы 

быть сокрицено); поэтому Ву раздбалится на р только тогда, когда у [43. 

длится на р. Ноложивь у=ру’, найдем: 

ИУ и уравнеше будеть а’ -- Ву’ =ес.. 

ГЛ тийъ это уравнеше, пайдемь зи у; умноживь па рф выражен, по. 

лучениое для у’, найдемъ у.. 

Прим ръъ. Рьпить уравнете: 8 -- 21у=28. 

Зачфтимь, что 8 и 28 длится .на’4, положихь у==4у и сократимт 

уравнен!е ва 4: Зе 21 =7 

Въ этомъ уравнеши 21 и 7 дБаятся на 7; поэтоху, позоживъ < == 7. 

сократнмъ уравнеше ва 7: р р 2-3’ =1. 
Рашивъ это уравнеше; получим: 

т 1-4, у=1- 9 
Сад. . 2=-—742 у=а— 8 

И. При иснлючени цфлаго числа мзъ непразилькной дрофи, можно пользо-атьс! 

отрицательными остатиами. 

ПримЪръ. . Те 19у-=23 
в а сы 2+ 5у. 

й 

Отъ длешя 19 на7 получается остатокъ 5, большЙ половины 7-т 

по если мы возьмемъ въ частномъ не 2, а 3, то получимъ отрицатезьны! 

остатокъ--2, абсолютная величива которато меньше половины 7-и. Оче 

видно, сз тующее уравненте будетъ съ меньшими коэффищентами, если мь 
воспользуемся этимъ отрицательнымь остаткомъ, т.-е. положимъ: 

23-199 _ == = +3 аи. 

1И. Если числятель дроби, ноторую вадо приравяять произвольгому илом 

числу, содертить нёнотораго игонителя, то полезно его выключить. 

Такъ, въ предызлущемь приВрз чиелитель дроби р. о м50- 

жителя 2; поэтому можно написать: 

#=з- ЗУ —— 

Такъ какъ 2 есть число взаимно простое съ 7, то для дфлимости про 
пзведошя 2(1— у) па 7, необходимо и достаточно, чтобы 1 — у дБлилос 

” 

—— =). 

1—9 на 7. Приравнявъ Е произвольному ифлому числу $, получимъ: 

. 9—1=7 и 2=94-Зу--. 

Откум уе и = - 3 (1—6 — 19. 



Е 

275. Зная одну пару цБлыхъ р%шенй, мое 
жкемъ налти остальныя. Пусть какимъ-нибудь спосо- 

бомъ (напримЪръ, просто догадкой) мы нашли, что уравнен1е 
ах --$у==с удовлетворяется парою цзлыхь рфшев!й: х=аи 

у==В; тогда, не рьшая уравнен!я, ‘легко составить формулы, 

включаюцщия въ себЪ всевозможныя пфлыя рёшемя. Для этого 
разсуждаемъ такъ: если а и В есть пара ршешй уравнен!я 

ах-- фу ==е, то мы должны имфть тождество: 

аа -|- 3 =. 

Вычтемь почленно это тождество изъ даннаго уравнепя: 

а#— уф =0. 
Примемъ въ этомъ уравнети х— а за одно , неизвфетное, а 

у — В за другое; тогда свободный членъ уравнен!я будетъ 0. и 

поэтому мы можемъ воспользоваться формулами, вызеденнымхи 

для этого частнаго случая ($ 271): 

[2-а=—м  [х—а=ы 

ув =а с [у 
, ха [ха 

т о [ужб-нае ИЗ | уфа. 
Эти обпия формулы можно высказать такъ: каждое неизвъст. 

ное уравнемя ах--бу=с равно своему частному значенйю, сло- 

женному съ произведещемъ произвольнаго цфлаго числа на ноэффи- 

цтентъ при другомъ неизвЪстномъ, при чемъ какой-нибуль одинъ изъ 

этихъ коэффищентовъь долженъ быть взять съ обратнымъ знакомъ. 

Прим-Еръь |. Уравнене 3; 4у=13 удовлетворяется зна. 
ченями х=3, у=1. Поэтому обиия формулы будутъ:. 

д=3—44, у=1-8 

или х=3-|-41, у=1—34 

ПримЪютъъ 2. Уравненю 7х —2у==!| имфеть пару рёше- 

В: =, У= — 9; поэтому ‘обния форуулы будуть: 
. у ы 

х=1--2, узо 

ИЛИ ш==] 2 у=— 9 —17Ь 
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276. Исключене стричательныхъ рЪшенШ. 

Веф цалыя р5шеня (положительныя, отрицательныя и нулевыя) 

уравиошя ах -- ду =е выражаются, какъ мы видфли, формулами: 

‚ х=а— 6 у=В-Раё 

Отсюда видно, что хи у-будутъ отрицательными числами 

только для такихь значенш [, при которыхъ двучлены а — & 

ив окажутся меньше 0. Желая исключить ‘вс тамя р*- 

шен]я и оставить только цфлыя положительныя или нулевыя 
рёшен1я, мы должны браль для # цзлыя НА удовлетво- 

ряюшйя сл6дующимьъ условямь: . 

в а— >00 и 8 аё >01) 
Ршивъ эти перавенства, соединенных съ равенствами, най- 

немъ для # два предБла, которые ограничатъ произвольность 

въ выборБ значенй этого числа. При этомъ могутъ предста- 

виться слфдующе 2 случая, смотря по тому, будетъ ли чиело 6 

положительное или отрицательное (число а мы всегда можемъ 

сдълать положительнымъ, умноживъ, въ случа надобности, 

всБ члены уравненя на —1): 

1. $>0. Изъ неравенствъ находимъ: 

аи — 3. 

рые сд © =? В Откуда: = а: 
В 

{Знакъ == имфетъ место, конечно, въ томъ только елучаЪ, когда 
а В 
ря > суть числа цълыя. } 

Въ этомъ случаЪ и имфеть столько ршенй, сколько 

есть цфлыхъ чиселъ между р и = (считая въ томъ числ 

и самые эти предфлы, если они-—числа пфлыя). Можеть слу- 

зиться, что‘ между. этими иредфлами иЪть ни одного цфлаго 

числа; тогда уравнене не имфетъ ни одноРо цфлаго положи- 

тельнаго шения: ` 

ь Если бы мы хотбли исключить еще’ и. нузевыя р5шеншя, то должны 

были бы въ этихф формулахъ оставить тольцо знакъ >, & знакъ == отросить, 
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1. 520. Въ нтомъ случаВ неравенства даюты 

а 8 

(пра дфленя на отрицательное чпело знакъ неравенства инм\. 

влетел). Такъ какъ эти предфлы-—одинаковато смысла, то до- 

статочио взять изъ никъ только одинъ, больний. Значитъ, въ 
этомъ случа уравнене имфотъ безчиелепное множество цъаыхъЪ 

позожительныхъ рышешй. 

Прим р-ъ 0. Найти цфлыя положительтыя (пли нулевыя) 
ръшевшя ур. 7х 9у=5. . 

Такъ какъ коэффищентъ при у— положительное число, то 

утгерждаемь а рю что данное уравнене или. имфетъ копечное 
чнс10 пдфлыхъ положительныхь рышешй, или не имбетъ ихъ 

вовсе, ДЬйствительно, рёшавъ уравиене, найдемъ: 

д==7 — 94 у—=—1 7+ 

Неравенства 8—9#1>0 и —1-- 7 >0 

даютъ: а 129 и М. 

(Зпакъ = опущенъ, такъ какъ оба предфла дробные.) 

Уравяене не имфеть ни одиого положительнаго  цфлаго’ р%. 

шов. 

Поим 5 ръъ 2. Найти цблыя положительныя (или нулевыя` 
рвшешя ур. 33 — 55 =3У9. 

СдБлавъ коз фищенть при я положительнымъ, получимгъ: 

5-Е 3у=88., 

РАяиивъ уравнене, пайдемь: х==3, у=1 р, 

Нерагенства 3#>0 п И— 5120 

дДаютЪ: о ‘0 и #<%. 

Между этими предфлами заключаются слЪдуюпция три зна 

чевы: #=0,.-#=1, #==9, соотвфтетвенно которыхмьъ получпагь 

1) 2=0, у=11; 2) =3, у=6; 3) 26, уж1. 
Привбруь 3. Пайти цфлыл положительных (илы пузёчиия 

рышеши р. 295 — 30у==5, 



— 299 — 

Утперждаемт а рой, что это уравневе ичЪфетъ белчиелеп- 

пов множество по иихь положительныхь р5шенй. ДЪислии- 

тельно, Пышииь уразневе, находимъ: 

д=—5--301>0, у=—5--291>0, 

#>16, #>5/9. | 
Таюь какъ ее то достаточпо положить, что #>> 5/99. 

СаТиювательно, {=1, 2, 3, 4... 

277. Пва уравнемля первой степени сть тремя 
пемзвф стньнли, Пусть требуется ршить въ р чи- 

злахъ систем у: | Е: 
5х —4у-- 62 = 

Исключиръ одпо невзрЪетное, напр. 2, получимъ одго урав 

пене съ 2 неизвфстными: 

475 — 10у = 462. 

 РышпвЪ это уравнене, найдемъ; 

1=6-|- 10 = — 18-41, 

гдВ $ есть произвольное цЪлое число, нока р№чь идеть только 

о томъ, чтобы хи у были цЪлыя. Чтобы опредфлить, каюя 

зпачешя мощно давать для Ь чтобы и э было также ифлымъ 

чиеломъ, встазимъ полученныя выражешя вето д иу въ 

одно изъ данныхъ уравненй, напр., въ 1-е; отъ этого полу- 

чамЪъ одцо урарнено съ неизобетными Ви 2 

16 — 7*==63 или 237 —2=9. 

Рьшивъ это уравиеше, найдемъ: 

| ь #=23{—9. 

Для получея положительпыхъ (а нулерыхт) рёшешй надо 

рЬшить слЪдуюция неравенства: 

6 + 10120, —18--471>0, 2—9>0, 

Отсюда нахолимь: #> 3/5, »18АТ п #>3/33. 

Слфлов., для $ можно брать числа: 1, 2, 8, 4... 

Тавимъ образомъ, р®иен!е системы дпухь уравненй первой 

степени съ 3 неизобетными еводитея къ дзукратному рашенио 

одно:0 уровпен съ 2 нейзвфстными. 
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Прогреести, 
ви 

ГЛАВА Г. 

Ариеметическая прогресс. 

278. СпоедЪлеже. Ариеметической прогрессей называется 
таной рядъ чиселъ, въ ноторомъ наждое число, начиная со второго, 
равняется предшествующему, сложенному съ однимъ и тЬмъ же пь- 
стояннымь для этого ряда числомъ (положительнымь или отрица- 

тельнымъ). Такъ, ‚два ряда: 

+ 3,5, 8, 11, 14, 17, 20 
+: 13, 10, 8, 6, 42.0, —2, —4 

представляютъ 606010 ариомотическия прогресейи, потому что 
каждое число въ нить, начиная со второго, равно предшествую- 

щему, сложенному въ первомъ ряду съ числомъ 3, а во вто- 

ромъ—©ъ чиеломъ —2 

Числа, составляюныя прогресстю, наз. ея членами. Положи- 

зельное или отрицательное число, которое надо прибавить къ 

предтествующему члену, чтобы получить послБдуюний, наз. 

газностью прогресс. 
Протресая 1) наз. возрастающею, когда члены ся увеличи- 

ваотеи по мфр& удалешя оть начала рада; она наз. убываю- 
цею, когда члены ея уменышаются по мфрЪ удален!я оть на- 

чили ряда; звачитъ, разность первой О ПОЛОН 

Ну зело, второй--отридатедьное. 

1) Пнитиолаинегея прогресс я съ вещественными частая. 

+ 



Для обозпачешя Того, что данпый рядъ представляеть собою 

ариеметическую прогресею, ставять иногда въ начал ряда 

знаку -:-, 

Обыкнопеяно припято обозначать: первый членъ о, посл 

Шй |, разность 4, число воЪхъ членовъ ® и сумму ихь 5. 

279. Теорема. Всякй членъ ариеметической прогресси, на: 
чиная со второго, равенъ первому ея члену, сложенному съ произв 
денемъ разности прогрессии, на число членовъ, предшествующих 

опредфляемому. с“ 

Док. Пусть имбемъ прогрессю: > а, 6, с, 0..4, Гу кото 

рой разность 9. Изъ опредфлевня прогресс сяфдуетъ: 

2-й членъ 4, имВющЙ передъ собою 1 чл, == а--а 

3» с > » с 2» = Ч=а-% 

4-й » 9, » ее № 2 3» =е--Ч-=а- 4 

Этоть заковъ обладать общностью, потому что, переход 
оть какого-нибудь члена къ солфдующему, мы должны увели. 

чить на 1 число предшествующахь членовъ и ЗС съ ты 
прибавить 1 разъ разность. 

Такимъ образомъ, 10-Й членъ прогресс! `авенъ а 

вообще, 1-й членъ рвов о и. —1 1: ! 

Примъръ 1. Опредфлить 12-й членъ прогресейи, Е 

Такъ какъ разность прогресс! равна 4, то 12-й членъ бу деть 

3-2 4.16 = 47, 

Прим Ъръ 2. Найти 10-й членъ прогрессйи: 40, 37, 84... 

Такъ какъ _ прогресиш равна —3, то 10-й членъ будеты: 

—- (-3).9 —=40—27 ==13. 

285. в 1) Примфняя, доказанную теорему къ 
Е члену прогресси, т.-е. къ я-му, получимъ: 

* ® 

== а (2—1) 

т.-6. посльднМ членъ ариеметической прогресс равенъ парвому ея 

члену, сложенному съ произведемемъ разности прогресс!и на число 

зеЪхь члоновъ. уменьшенное на единицу. 
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2) Арпомстическую прогресено, у И, первый улет 

есть а, разность 4 и число членовъ п, можно изобразить такь 

- а а-94, а-- 24, а—- 3а,...в--4(®—1). 

Са, Лама. Сумма двухъ членовъ ариеметичесной прогресс! 

равноотстоящихь сть концовъ ея, равна сумиЪ крайнихь членовъ. 

‚ Док. Пусть вмЪемъ прогреесио: 

т т 
————— ——— 

- а, 6..4... бишь ВыьььВ, Б 

въ которой е сеть т-Й членъ бтъ начала, а | есть т члену 

отъ конца. Фогда по доказанному (если черезь 4 обозначим" 

разность про! реееи): | 
е=а--а(т— 1). | ‚(1 

Для опредфленя члепа № замфтимь, что велн данцую про: 
тресаю пацпишемъ съ копца: 

т т 
ТЕ  ————— 

[2 р. а №... 4..6... ‹..В, @, 

то получимъ тоже прогресе!ю, у которой первый члепъ есть #. 
а разность равна — 4. Въ этой прогресса члець й есть т-! 

отъ начала, а потому: 

= (91-4 -1) (2 

Со Въ рагспетва (]л 1, получлеь: 

ед =е--1. 

о въ прогр-ее}п 12, т У 3, С 13 паходиагь 

Е (-- 1$) =— 6; Ре 13) =— 6; =. —8- 

Е (4) =— 6. 

`28%7. Теоретл. Сумна зсьхъ членовъ ариолетичесчой про- 
грезеи рэвна пелусуумЪ квейнахь ся Члонувъ, узномонией на числе 
БбЪхь чле!!08ъ, 

Док. Еели еложимъ почленло два равенства: 

Рае. 
Аа=ри-т..фе-+ [а, 

то получимъ: 28 == (а--0--(@( ето но. (Иа). 
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Двучлены, стояние внутри скобокъ, прелставляютъ собок 
суммы членоръ, равноотстоящихъ отъ концовъ прогрессфиу ик 
доказапному, каждая изъ этихъ суммъ равна а-- 1, поэтому: 

25 == (а---Н(а--9--(а-Но-... [п разъ}, 
а т.-е. ’ 28=(а--0п; откуда з== = 

Примръ 1, Опредлить а. натуральныхь чиселъ 0от1 
до ® включительно. 

Рядь: 1, 2, 3,. .(в— 1), п ‚ представляеть собою ариомстиче. 

скую прогресено, у которой первый члевъ сеть 1, разность 1, 
лиело члеповъ и”, поелЪдн1Й членъ тоже 7; поэтому: 

нь йе т п). 

Такт: еее -а. и 98 — 51. 

Прим ръ 2. Найти сумму первыхъ п нечетныхь чпселъ 

‚ Рядъ; 1, $, 65, Т,... есть арпеметическая прогресая, у ко- 

торой первый членъ есть 1 и разность 2. Если воземемъ 

членовъ, то послфдый членъ будеть 1--2(и— 1) =2и—1 

Поэтому: [Е-Е (2 — Туи 
2 $ —= ——___—Я. р: ь 

Такы 1--3=4==2% 1-43-5=9=37; 13-57 = 
— 106 ==4°; ит. д, 

Плим 5 оъ .$. Найти сумму 10 членовъ прогреес1и: 3. 

а . о 

Въ этой прогрееефи Е равна —1; поэтому 10-Ё члент 

будеть 3—1-0 =— Ш, и искомая м 

ОНО: 
$ = ‘ , р 

Дъйествительно: 8--21 ЕН _е т, 

Зам 5 чач;е. Такъ какь для 5 чисель а, 6 О пиз мы 

имфемъ два уравнешя: 

пора п 28 а 
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то по даннымъ вначенямъ трехъ изъ этихъ чисель мы можемъ 

находить значеня остальныхъ двухъ. Р5шамъ для примЪра 

слфдующую задачу. ' 
Опредфлить число членовъ ариометической прогресси, у ко- 

торой сумма равна 12, первый членъ 7, а разность есть —2, 

Для этой задачи уравнешя даютъ: 

1==7—2(п— | =9—9 и а ны 

Откуда: (ВЕ) 

ИЛИ | № — 5 -|-12 =0, - 

сл%д., в =4-=У16 —12 =4-=2, 

значить, Я =6, и. ==2. 

Такпмъ образомъ задача имфеть два отвфта: число членоръ 

или 6, или 2. И дЪйствительно, дв прогресои: 

о 
© ` 

имфютъ одну и ту же сумму 12. 

ГЛАВА ЦП ` 

Геометрическая прогресая. 

233. ОпредБлене. Геометричесной прогрессей называется 
таной рядъ чиселъ, въ ноторомъ каждое число, начиная со второго. 
равняется предшествующему, умноженному на одно и то же постоянное 
для чаждаго ряда число (положительное иля отрицательное). Такъ 
три ряда: . 

22, 6, 13, 54, 169, 486, 1453, 
8, --16, 15, —64. 128, — 056, 515, 

й 
з 20, 0, 5, ы ЯН 5 18) 81° Е 

предетавляютъ собою геометрическ1я прогреечи, потому чго 1 

этихь рядахъ каждое число, начиная со второго, получнете! 

изъ предшествующаго умножешемъ: въ первомъ риду ия ни 

второмъ на — 2, въ третьемь на 1. 
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‚ Числа, составляющия протресс!ю, наз. ея членами. Постоянное 

для каждой прогресби число, на которое вадо умножить какой- 

нибудь членъ прогресфи, чтобы получить саФдующЙ членъ, 

наз. знаменателемъ прогресс. | р 

Геометрическая прогресся ') наз. возрастающею или убывающею, 

смотря по тому, увеличивается или „уменьшается абсолютная 

величина членовъ прогресеи по в удалетя отъ начала 

ряда; такъ, изъ трехъ указаяныхъь выше прогресе1й первая и 

вторая—возрастающ/я, а третья— убывающая. Въ возрастающей 

прогресс абсолтотпая величина знаменателя больше 1, въ убы- 

вающей— меньше 1. ре 

Для обозначев1я того, что данный рядь есть а: гео- 

метрическая, иногда ставятъ въ началЪ его знакъ -:;-. 

Обыкновенно` принято обозначать: первый членъ а, поел д- 

н Г, знамепателя 4, чиело вофхъ членовъ я и сумму ихЪ 5. 

234. Теовема. Всянй членъ геометрической прогрессги, на- 
чиная со второго, равенъ перзому ея члену, умноженному на такую 
степень знаменателя прогрессёи, у ноторой показатель равенъ числу 
членовъ, предшествуюзихь опредфляемому. 

Док. Пусть имфемъ прогресею: -= а, 6, с,... 8, Ё, 1, ВОО 

знаменатель есть 4. По опредфленю прогресфи будемъ имЪфть: 

2-й членъ Ь, имфющий передъ собою 1 чл. —=а9 ̀  
| 3-й» с, > ». 2 д = =а0* 

''4-й » @. » ‚2 эЭ З» в ве | 

Этотъ законъ обладаотъь общностью, такъ какъ, переходя от 

какого-нибудь члена къ сяфдующему, мы должны увеличит 

на 1 число предшествующихъ членовъ и вмфетЪ съ тфмъ умно- 

жить еще 1 разъ на знаменателя протресаи. 

Вообще, если члену № предшествують т“ членовъ, т.-е. есл 

й есть (т -|- 1)-й членъ геометрической прогресс, то № == 4", 

Прим еъ Ё Опредфлить 6- й членъ а, у которо 

первый членъ 3, а знаменатель 4. 

6-й членъ —3.4" = 3072. 
- , 

$) Предполатастел прогресся съ вещественными членами. 

А. Киселовъ, Алгеб2: 0 
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Прим Ъръъ 2. Опредфлить 10-й члейъ прогресейи -: 20, 10... 

Такь какъ знаменатель этой прогрессш ‘есть 1, 10 10-8 

1 5 75 
ТТ, — ‚ (1) — 9 — === члент == 20. (1) 9 58—91 = 58 

ПримЪотъ 3. Опредфаить 4-й члепъ прогресеш: 

1 И У У 
[ Е = ——. 

у у би и 

ыы зы ИЕ в и = ит) (/2—1* 

У—1 \ У (и _ 

=. 00—00 128. 
(И2)*. уз 272 4 

Слудстатя, 1) Примфняя ‘доказанную теорему къ посдЪд. 

нему чаену прогресии, т.-е. къ ®-му, получимъ: 

7 == 04" 1, 

т.-е. посльднЙ членъ геомстрической прогресс равенъ первому ея 

члену, умноженнону на степень знамзнателя, похазатель ноторой ра. 

венъ числу вебхъ членозъ безъ единицы. 

2) Геометрическую прогревссю, у которой первый члент 

есть @, число членовъ п и знаменатель 9, можно изобразите 

Такъ: | 
--`а, ад, а9*, @4*...@4*-1. 

235. Теорема. Сумма Вок членозь геометричесной прогров. 
си разна дроби, у которой числитель есть разность между произие. 
дешемъ посльдняго члена на знаменателя прогресби и порвымъ 

членомъ, а знаменатель есть разность между знаменателемъ прогросси 

и единицею, т.-е, 
Ч — а. 

а—1° 
8 = 
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Лок. По опред№аеийо геометрической протреес!и: 

== 04 

9 = [4] 
А, Оложимъ эти равепетва почленно; тогда въ л% 

эы (1 

пиЙ части получаетел сумма. робхъ члевовъ безъ 

перраго, а въ правой — произведене знаменателя 9 

па сумму всфхъ членовъ безъ послФдняго, 
д =] 

= 10 

5—@а= ($—14. 

Остается рфшить это уравнене отлосптельно 5: 

5—а=50—1; 0—@а=34—8=$(9— 1), 

Умнолшръ числителя и знамепателя этой формтлы на — 1, 

мы придадимъ другой впдъ выражению суммы, который тоже 

полезно заАШОМНИТЬ: 

: а—1 

1—9 о 

Поелдняя формула удобпа для прогрее и аОЩОВ, по- 

тому что тогда @>и 1> 4. 

а ое 2 ы $ = 

Прим руъъ #. Опредфлить вумыу 10 члеповъ прогрессии: 

о. 

> Въ этой прогресйт а =1, д=2, 1==1.2° = 2% поэтому: 

ОО : 
2-1 

Прим ръ 2. ОпредЪтть сумму 8 члеповъ прогрессии 

+ 1.. 

ЗдЪсь в =1, 4=1, 1=1. (7, поэт (му 
у 

ыы 320 
Е 



ый 

| . м —а 
Зам чаше. Два уравненя: [== 149" и = содер 

жать 5 чиселъ и потому позволяютъ по даннымъ тремъ найт 
остальныя два. Рёшимъ для примфра слфдующую задачу. 

По даннымъ з, (и п найти ан 1, 

Е п —а 
Изъ уравненя = ть 

8 (9—1) 
находимъ: а =. иг $ 

5(9—1 | 
послВ чего получимъ:  1== 44% 1 = =. И 

286. Безконечная геометрическая прогрес 

свя. Если рядъ чиселъ, составляющихь прогресс, предпо 

лагается продолженнымъ безъ конца, то прогрес@я наз. б:зно 

нечной. Относительно безконечной геометрической прогресс! 

докажемъ елфдуюния 3 теоремы. | 
152 

Теорема {. Абсолютная величина члена безконечной геометри 
ческой возрастающей прогресси, при достаточномъ удалени его от 
начала ряда. дЪлается большей наного угодно даннаго числа (кан 

бы велико оно ни было) и при даяьнЪйшемъ удалени постоянн 

остается большей этого числа. 

` Пусть 9 есть абсолютная величина знаменателя геометри 

ческой прогресци и а—абсолютная величина ея перваго члена 

тогда абс. величина членовъ прогресси выразитея такъ: ` 
. 

= а, ад, 10°, а,... а4*... 

'Требустся доказать, что если 91, т.6. если прогресс; 

возрастающая, то при достаточномъ возрастанш я-й членъ а9 

дЪлается (и при дальнфйшемъ возрастави остается) бфльшим 

какого угодно даннаго числа 4 (какъ бы велико ито число н 

было). Для этого возьмемъ сумму первыхъ в членозь данно 
прогресс: , 

ра 
Ч -|- ({ -- ча? -- о -| сир 5% 

5 1 
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Такъ какъ 7.1, то жиждое слагаемое этой суммы, начияяя 

со второго, больии и, А потому вся сумма больше числа с, 

повтореннаго № ризь, 1.-е. больше аи; значитъ: 

о ОИ | 
\ 

Унноживь обЪ чаетя ‘этого неравенства на положительное 

числе 9—1, мы не измзнимъ знака неравенства; поэтому 

а —а > ай (4—1); откуда: аа (и-— -на. 

Чтобы число @1” сдфлалось больше даниаго числа 4, доста- 

точно, очевидно, взять н настолько большимъ, чтобы удовле- 
творялось неравенство: : 

| (4—1 п-на> 1, 

т.-е. чтобы н> —— 
` . 

что вполнф возможно (какь бы велико ни было число .4), такъ 

какъ п мы можемъ сдблать сколько угодно большимъ. Если, 

напр., а=1, 0=1,2 и А=1000, то послфднее неравенство 
и 1900—1 999 | ь 

даетЪ: п: г, Т.е. п „о или пр 4995 - д И 202 ии> ‚ значить, мо 

жехъ ручаться, что веБ члены, начиная съ 4995-го, окажутся 

болфе 1000. | : 
. 

Зам чаше. Доказаниая тборема примфнима также и къ 

безконечной ариеметичесной прогресыи. Такъ, если возьмемъ 

прогресею: а, в-- 4, а-- 24,... в- п4,..., то, какъ бы мала раз- 

ность Я ни была, членъ -!- Ч, при достаточномъ возрастани 

п, превзойдеть любое данное число А, какъ бы оно велико 
ни было; для этого достаточно взять и настолько большимъ, 

чтобы удовлетворялось неравенство: а-|- И» >> 4, которое для в 

даетъ: п > (1 — а): 4. | ы 

Теорема 2. Абсолютная величина члена безнонечной геометри- 
чесной убывающей прогресси, при достаточномъ удаленти его отъ 

начала ряда, дёлается меньшей какого угодно даннаго положитель- 

наго числа (канъ бы мало’оно ни было» и при дальнЪйшемь удале- 

ни постоянно остается меньшей этого числа, 
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Пусть попрекпему абс, величина членовъь прогросот будетт 

= а, ад, а4*, @0°...04".., 

Требуется доказаль, что если 4< 1, т.-е. если прогресеял—убы. 
вающая, то при достаточном возрасташи я-й членъ ад“ дЪлается 

и при дальнЪЙшемъ возрастани остается меньшимъ какоге 

угодно данпаго положительнаго числа 2 (какъ бы мало эт‹ 

число ни бы.10). Для доказательства возьмемъ ь вопомогатольнуи 
ее 

11 1 171 

а’ а’ ай” 44 ̀ `" 

Эта прогрееся возрастающая, такъ какъ ся знаменатель еСтТЕ 

дробь > которая, при а< Ъ, больйе 1. По доказанному въ тео. 

ремЪ 1-й, и-й членъ этой прогроесеи, т.-е. дя при неограни. 

чепномъ возрастани я, д%лается и остается большимъ какогс 

угодно даннаго числа А (какъ бы велико оно ни было). Возь- 

1 
мемъ за .4 число В’ Тогда при достаточно большемъ пи при 

дальнЪйшемъ возрасташи ® будетъ имЪть м$фсто неравенство: 

. . а | > откуда: а1 =° 

Теорема, такихъ образомъ, доказана. 

Теорема З. Сумна пэрвыхь ® члэнозъ бэзкочечной геомэтри. 

ческой убывающей прогрессти: 
‘ 

. = а, а4, 28 20°... 21-1, ат 

при неогоаниченномъ увеличен числа ихьЬ 7, приблимлется НЪ П03- 

дЪлу, разному частяопу: 
а а Г 

ег 

оть дЪленя перваго члена прогресс!и на разность между Ти эиа- 

менателемъ прогрессии, 



Дуйетиитольто, сумма ПОРЫВ » ‘членоръ этой прогрессе 

рана (% 280): 

а— а" а _ 99° 

1-4. 19 1—9’ 

: [ 
т.с. опа равна постоянному чиелу т. уменышенному п: 

м 
а ы 

дробь = Но при пеограпиченромъ возрастани в абсолют 

пая величина числителя этой дроби, по доказанному, дблаетс; 

й остается меньше какого угодно даннаго положительнаго числ: 

(какъ бы мало опо ни было); и такъ какъ зпамепатель это 

дроби есть чиело постояпное, то, значитъ, и сама дробь прг 

этомъ дЪлаетея и остается какъ угодно малой; а это, согласен 

опредфлевпо предфла 1), означаеть, что 
у 

а 
пред. (а Г аа-|- а0*-+-..-.---а4”) == 

с 

ПримЪръ (Г. Найти предъль з суммы: 11-1 -|-... 

Здфеь а==1, 4=1; поэтому $ = гк" 

Прим ръ 2. Найти предёть г суммы: $-- ( э-+з... 

ЗдЪсь а=1; 9=—%; поэтому 

Притм-Бръь 3. Опредфлиль точную величину чистой ипер!о- 
дической дроби: 0,232323... 

8 ® 

Точная величина этой дроби есть предфлъ 5 суммы: 

а а 
169 10000: 1000009 Г ь 

1) Сы. $ 279 „ОЭлемеатарной теомотрш“ А. Киселева, 



котпрля, очевидно, предотавляеть с00010 сумму члопопл, геоме. 
трической прегресейь у пея первый членъ ееть 1, & виамени 

толь == пл ЦОоЭТому: р 
3 73 $ 

$ = 190 18—23 
Ще а 9 100 100 

То же число мы получили бы по правилу арнеметики. 

Прим Еръ 4. Опрод®лить точную величину смЪшанной 
перодической дроби 0,3545454... 

Точная величина этой дроОн есть предфяъ 5 суммы: 

| 54 54 
+ 1005 + 100000 10000000 Г”. 

Слатаемыя этой суммы, начиная со второго, суть члень 

безконечной геометрической убывающей прогресеш, у которо! 

54 1, 
первый членъ есть — и знаменатель=-—_. Поэтому: [000 Т0б" 
3, мы 8, 54 3.99451 3.100—3--54 _354—3 

= 10 + а А ——а, ОТ ВТО СИТ ит 
То же число мы получили бы по правилу аризметики. 



ОТДЪЬЛЪ УШ. 

‚Обобщене понятя о показателз, | 
ГЛАВА [. 

Отрицательные показатели. 

237. Опредфленте. Условимсея при дфленш степеней. 

одного и того же числа производить вычитан!е показателей и 

въ томъ случа, когда показатель дфлителя большие показа- 

теля дфлимаго; тогда мы получимъ въ частномъь букву съ 

отрицательнымъ показателемъ; напр»:, @*: 43 =а-® Конечно, ‹ 

отрицательный показатель не имфетъ того значення, который 

придается положительнымьъ показателямъ, такъ какъ вельзя“ 

повторить число сомножителемь —2 раза, —3 раза и т. д. 

Число съ отрицательнымъ поназателемъь мы будемъ употреблять для 

обозначеня частнаго оть дёлешя степеней этого числа въ тожъ 

случаЪ, когда поназатель дфлителя превосходить показателя дЪли- 

маго на столько единицъ, сколько ихъ находится въ абсолстной ве- 

личинЪ отрицательнаго показателя. "Такъ, и-? означает част- 

ное а": а*7-*, вообще а-" означаеть частное а"; 1», 

Понимаемое въ этомъ смыелЬ число съ отрицательнымь пона- 

зателемъ равно дроби, у которой числитель есть 1, а знаменатель — 

т0 же число съ полонжительнымъ показателемъ. ` . 

Дъйствительно, согласно нашему условно: @ "==": 4". м = 
[2 

а 
и 

Е веря ки: Сокративъ полученную дробь на а”, получимъ: 



= отя = 

2353. Отрицательные показляели далотъ лозмолиюеть пред 
ставить дробиое алгебрлическое выражет!е подь видом ит, 

лаго; Для этого стоитъ только воЗхъ множителей знамениголу 

перенести множателями въ, числителя, взавъ ихъ съ огрица. 

тельшыми показателями. Папр.: 

За 11 , В По. == Зар-— г ыы == За. т 9 947 сз. 

Само собою разумфетел, что такое преобразоване лроблатс 

выражен!я въ пфлое есть только измфиене ани Вида выра 

жешя, 8 не содеркашя его. 

`2$39. ДЪйств:я надъ степенями съ отрица: 
тельными показателями, Такое пзиБнене внфшняг‹ 

вида имъетъ, однако, гажпое значен!е, такъ кагъ. всЪ дЪЙстви 

надъ степенями съ отрицательными позазателями можно выполнять 

по тБиъ ше правиламъ, ная были выведены для показателей поло. 

жительныхъ. Докажемьъ это. 
, 

Усзножент:е. Разсмотримъ отдфльно три случая: 1) когд: 

одно множимое имтетъ отрицательнаго показателя, 2) когда одинт 

множитель имфефъ отрицательнаго показателя и 3) когда 06: 

сомножителя—съ отрицательными показателями. Предетойтъ до. 

казать, что во зсхЪ этихъ случаяхъ поназатели одинаковых 

бунвъ складываются. Для этого какъ въ случа умпожен1я, такт 

и при доказательств правилъ другихъ дЪйетвй, ПОСТУПЯМт 

такъ: выфето степени съ отрицательнымъ показателемъ под. 

отавимъ дробь, у которой чиелитель есть 1, а внаменатель — 

возвышаемоо зпело еъ: положительным показателемъ, затьмт 

произведемъ дЪйстве по правилу, отпосящемуел до дробей, у 

полученный результатъ еравнямь съ тру, который ПрОлоТОтт 

доказать 
1) Требу ется догазать, что; а^".а = а-"!*. 

. ъ ` 

Док . а". а" = 1 „а” = ее —=0"—й —=дц—т!", 
ее а” а”. В 

2) Соне доказать, что а*, а" = —= а"), 

Доказательство то же. самое. а 

3) Мибуилея доказать, 910; 47". а-® == а "НС, 



т 1 1 1 
Док: 0т. а * = — "8 ата ат .. =а-® 1 ам», 

а р ы 

ДЬлешс. Газсмотримъ также три случая: 

Г) Требустся доказать, что: а-*® : а” == а"-». 

1. 1 1 
. —_т. 9. * — : И, Док: а":а и а а ав Тата» =— ат» =. 

2) Требуется доказать, что: а" : а-* =а"-(-»), 

д О: а”: а-* =07; 5 — а". а” —= а”"1* = а"), 

$) Требуется доказать, что: а-" : а-* =а-"-Сэ®. 

т а 
До ата" = ат м р = ай = атт И а”"-(-»). 

Бозвышене въ степень. Разсмотримъ также тг 
елучая: 

1) Требуется доказать, что: (а-”)" ==аС**. 

д ок.: (а-”)* =(; } 1 1 = ат" = а(-")*, а” = (а) я а"л 

2) Требуется доказать, что: (м")-® = а»), 

. яз а 1 ЕВ 1 = а-тв — дт(-н) 
Док.: (а") а = ат —@ ==а . 

8) Требуется доказать, что; (а—”")-^ = а(-"-"), —, 

1 \-— 1 1 

Извлечежме кория. Требуется доказать, что: 

в —т 4 ® 

Уз"==а* ‚ если т длится на п нацёло, напр., Уз == а—8, 
, 2 уг = о ” 

Док.: и" =1. Ти 1 =а *. 

Въ нашемъ куреВ не встртится палобпости разематривать 
радикалы съ отрицательными показателями, а потому мы огра- 

Ничимсл Только догазавпымъ выше случаемъ. 
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Локажемь ое, что теоремы о возвышенм въ степень про. 

изведешя и лроби (3 155) остаются вЪрными и для отрицательныхь 

показателей. Действительно: 

1 1 т И 
О О А 
Г 1 т а—* 
1 = — = — --= == нра = — 
(: я рн аа’ р кУй р— 

Ь ре: 

Прим рьь 1) (3-7) (0, бат 3 

2) (и-ту-т 7) : {багу и) = т дту-т- п 52, 

3) 9-63) (4—6 == -6. 

ИИ а 
4) р? тр- у 6-9 — Зе иг. 

ГЧАВА И. 

Дробные показатели, 

290. ОпредЪлеше. Мы видфли (3 166, теор. 2-я), чтс 
пря извлечени, корня изъ степени дфлять показателя подко: 
ренного числа на показателя корня, если такое дблене вы. 
полнлется нацЪло. Теперь мы уеловимся распространить ‚эт 
правило и на тотъь счеть, когда показатель подкоренног 
числа не дфлитея нацёло на показателя корня. Въ такомт 
случаБ въ результатв извлеченя мы должны получить степен! 
съ дробнымъ показателемъ; напр.: 

$в К 

Из выразится а*’” выразится а”, и т. п. 

Само собою разумФется, что дробные показатели не имфютт 

того значен!я, какимъ обладаютъ цфлые „положительные . пока. 

затели, напр., нельзя понимать степень в. ВЪтОмЪ смысл, ЧТО 

берется сомножителемъ 2 раза, такъ какъ выражен! м1 рак 

ин * 

не иуботъ смыела. Степень и” есть тольно иной видъ радинпии 



у ксторего “показатель подноренного ‚Зисли есть т, а .поваза 

тель ‘самого родина ть я. Такимъ обра, юмъ, а* ость не чл“ 

нное, какь у "аз, {1 -- =} есть иной ВИДЪ выращеня ИГ-Е д ит. и 
Условно допускаются также и отрицательные о 

показатели въ томъ смыслЪ, что число съ такамъ показате 
лемъ равносильно дроби, у которой числитель есть 1, а знаме 
натель — то же число съ положительнымьъ показателемъ, такъ. 

‘851. Дробные показатели даютъ возможность представить 
ирращ!ональное выражене подъ видомъ  рацюнальнаго; напр.. 

12 

выражене З р у можно представить такъ: За?х?. Конечно. 

такое преобразован!е изыБняеть только внфшнН видъ выра. 
женя, а не содержаше его; однако подобное изм нене имет 

важное значене, такъ какъ оказывается, что всЪ дЪйствя надт 
степенями, имфющими дробныхь показателей, можно производите 
по тЬмъ же правиламъ, намя были вывёдены для цфлыхъ показа. 
телей. Докажемъ это. 

232. Основное свойство дробнаго показателя, 
2 т 

Если дробнаго поназателя — замфнимъ равнымъь ему поназателемъ, 

7 г ь ` 

—, То величина степени не изм нится. 
п 

ж м ей т т . . ": 
Пусть о требуется доказать, что а*.=а” Для  доказе- 

тельства замфнимь степени съ дробными показателями ихъ 
настоящими значенями: ' 

“ 

, 
э т. 

 — а, (И == рн и ии 

В 

Приведя эти радикалы къ одвлаковому показателю, полу- 
Зимъ: 

п___ ин’. '__ к 
анны а", и ат" Е 
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т 
== Е сафдуетъ, 910 07’ == п’; зПАЧИТЬ, 

#13 
‚ Но изъ равенетва 

й 
и! `в т_ 

ут ро, т.-е. Ира у ИДИ о" = а". 

Осповываялсь на дДокавунпомъ свойствь, мы можемъ прео пра 

зовывать дролнаго показателя еогершенпо такъ же, какт 

обыкневепную дробь, лишь бы только преобразовашю не язм%. 

нло величины показателя; напр., мы можемъ числителя Е 

внаменателя дробнаго показателя умножить пли раздфаать на 

одно и то же чиело (ср. сь $ 205). 

‚ 293. Дъйств:я надъ степенями съ рробными 

поназателями. Предотоить доказать, что къ `дробнымт 

положительным ь показателлиъ примбнамы правила, выведен: 

ныя раньше для пжлыхь показателей. Ходъ доказательства 

для вовуъ дЪйстый одичъ и тотъ же: степени съ дробпыми 

показателями замфняемъ радикалами; производимъ дуйетве 

йо правилу о раликалахъ; результатъ выражаемь дробнымт 

пехазателемль и затЬмъ ого о брАвнинавыгь съ т что тре: 

валось доказать. 

| , ыф на 

Улнонненте, Тробуотся доказать, что оч — ” а, 

р ` 
До: и: й- и4 = Иа В — "би айч Иа?” —= ры "Уатта = р: ПУ цттЕР" == ЕЕ 

, по-тть т 2" т ? : 

—=а м м а =” 1. г ” 

Полатая в =1. или 9=1, найдемъ, что правило о сложен! 

оказателей распроетраялется и на тэтъ случай, когда ОДИН 

иЗЪ Е Ь & другой— цфлое число. ` 

з р т_ » 

Г лене. Требуется доказать, что а" `: = 4. 

т р : 
д ок. а": . а1=* рат: уз 2 у "а. > пут Иерна: У кВ И и биг 

у ны 7 эй _ 1% т р 

—а * — 0 #1 ом = а, 

‚ Доказательство не терлеть силы, еслп положимъ я =1 или 4 =1. 
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Соззьшен:е съ степезь. Требустся доказать, чт 

| т\? п.о 
(: =а" 4“. р 

и, | т\р ее = - рев ИН / 
ох (“= и< = | р") = Ут == 

кро ип 
— ай —= а" 1. 

Доказательство не терлетъ сплы, если положимть # == 1 или 4=1. 

звлечен:е норня. Требустся доказать, что 

2/= 2 т т, 
Док у "= т в = Ия = (9 — а"? 

Докажемъ еще, что теоремы о возвышещи въ стапель пройз- 

воденя и дроби’($ 155) остаются вфриыми и для дробныхъ 

показателей. . 

6 
ы т ео т в 

1. а доказать, ч Что {а6е)® = я с". 
т т .$ 

т кватЬ” с”, Док. 5)" * = Уса". = Иа" Ут уфе 
” ъ 

П. Требуется доказать, что =“. . 

р” 

"и (а) » Иа р ы # ая у а’ а? 

Док. ов (1 ое (. уе р" —з =” 
=} ==] Из т р 

224, Если показатели ис тольсо дробные, по и отрипатель- 

ные, то и въ этомъ случа къ нямъ можно примфнять правила, 
относящяся до положительныхъ показателей. Покажемъ это 
для какого-нибудь одного дйсмая, наир., для умножешя. 

ее. 
Пусть требуется доказать, чтоа *.а Ч==а * ‘, 

ВЕ ОИ 1 Пе Не) 
Док. а *.а = д. рей реа # 90,7% 

а 2 '@ 



Не Е сек 

Подоблымъ же’ образомъ. убфдимся, что и друмя дЪйствя 

моло совершать по правиламъ, относящимся до положитель- 

пыхь показателей, 

ГЛАВА Ш, 

Поняте объ иррашональномь показателЪ. 

295.0 носнтельно ирращюнальныхъ показателей мы ‘отрани- 

чимся сообщенемъ только самыхъ элементарныхь свЪдЪшй. 

Прежде веего замтимъ, что выраженио а”, въ которомъ а— 

иррашональное число, придають емыюлъ только тогда, когда 

основаше а положительное. При этомъ могуть предетавиться 

елфдующе 3 случая. у, ный 

1} Показатель @. есть положительное пре НаеО чисто, 

при чемъ основане а больше 1. | 

Обозначимъ черезь а, любое приближенное ращональное 

знамен! чиела а, взятое съ недостаткомъ, и черезъ а, любое 

приближенное ращенальное значеше числа а, взлтое еъ из- 

быткомъ. Тогда вырамеше а“ означаеть число, ноторое больше 

всяной степени, а“ и меньше всякой степени 4“». Если, напр., 

а= И2, то 2" означаетъ число, ббльшес каждаго пт. циселъ ряда: 

те 34420) 

въ которомъ показатели при а суть десятичныя приближен- 
ныя значешл У2, взатыя ве съ ОСАО и меньше ка- 

адат изъ чисель ряда:. 

44, ай, олАН, аа, 

1,5, 1,42 1,415 1,4143 ) 918, 21°, и, а а а (2 й 

въ которомь показатели суть десятичныя ПЕНЫ зна. 

‘чены ИЗ, ззятыя всё съ избыйкомь, ^ 
2) Показатель я ость положительное пуращовальное число, 

но а<1. > а 

`Тотда выражеше а” означаетъ число, которое меньше всянор 

степени а“ и больше всякой степени а”. Тажъ, если а==У? 

то а” при а<.1 предетавляеть собою число, меньшее кикдах 

изъ чисель ряда (1) и большее паждаго изъ чисел, ряда (2). 
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3) Показатель & ость отрицательное иррацюнальное Чися 

ина21, 

Тогда выражению 4“ придаютъ тотъ же смыслъ, какой ИМТ 

степени съ отрицательными ращювальными показателями; 
— 2 1 а” р 

‚ такъ, 

ОЕ 

При .подробномъ изложени теории иррацюнальныхъ Показа: 

телей доказывается, что, во-1-хъ, число, ббльшее те вел. 

кой степени а“, и меньшее (ббльшее) всякой степени а“, вуще- 

ствуегь и притомъ только одно при веякомь данномъЪ поло. 

жительномъ а, и во-2-хъ, что еъ иррацюнальными ПОзате- 

лями можно поступать по тВмъ же правиламъ, кавя бя 

выведены для показателей ращеональныхь; такъ' 
ы 

а". аз —= +, . а": а? =”; (ау = == а. 

295. ПримЪры на’ дЪйствия съ. не я 

о телеными поназателями. И 
` 

2-3 ‘батны п 24? . Бал 366 10-1 10 ыы 
ии а. а 5 42 918. т а о: 7 2 — @_ 

о ая Е р о 3 
* \ п $1 , 

ре т 12 Иа? 1043 12 а’. м 

Ра т о 8} ` 

а, И ее 
‚а --Ь и— с Е ое г’) = [+ ($ в [4 65° — «'] а. 

\ — 

к : (1 12 12. , 

=а—\ ©) И 
› 

ипетвя:|(2^)- = ( (2-9 5): о 

4 В л,1 Е 
| = За = 25 1Маф. 
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Логариемы. 

ГЛАВА Г. 

Обищя свойства логариемовъ. 

297. Предварительное зам 5чане. Если въ равен. 
ствЪ: а’= М числа а и $ даны, а число № требуется найти, 

то дЪйств!е, потребное для этого, называется, какъ мы знаемт, 

возвышешемъ въ степень: М№ есть степень, а—основан1е сте. 

пени, $—ея показатель. Этому дДЪйствю соотвфтетвуютъ дв 

обратныя: одно-—нахождене основаня а по даннымъ степени: А 

и показателю 6 (называется извлеченемъ корня 65—й степени), 

другое — нахожден!е показателя 6 по даннымъ: степени №Е 

основан!ю @ (называется нахождешемъ логариема числа № пс 

основан!ю а). Поставимъ вопросъ, различны ли эти дЪйств!я: 

Въдь и для умножен!я можно усмотрЪть два обратныя дЪйствя. 

первое — нахождеше иножимаго по даннымъ: произведен!ю # 

множателю, второе нахожден!е— множителя по даннымъ: произве. 

деню и множимому. Однако дЪйствая эти разсматриваются н 

какъ различныя, а какъ одно и то же дЬйств!е, называемое дфле. 

н!емъ. Причина сшмяв1я этихъ двухъ обратныхъ дЪйствЙ вт 

одно заключается въ перемфетительномъ свойств8 умножен!я. 

по которому произведене не ыфняется отъ ‘перем$ны м%етт 

множимаго и множителя. Въ такомъ же положени находится? 

сложене (2-хъ слагаемыхъ); этому дфйствю ‘также можи( 

указать два обратныя дЪйств!я; одно—нахождено неизувстиаи< 



чела (1-го слата“мато), къ которому надо прибавить денное 

число (2-е слагаемое), чтобы получить данную суиму: другое— 

нахожденю пензвфстнаго числа (2-го слагаемаго), которое надс 

прибавить къ давному чиелу (къ 1-му слагаемому), чтобы 

получить данную сумму. Однако эти дв» дЪФЙйствя раз. 

сематриваются, какъ одно, называемое вычитанемъ, волЪд. 

стые того, что ‘сложеше обладаетъ перемФетительнымъ свой- 

ствомъ, по которому сумма не зависитъ отъь порядка слагае. 

мыхъ. Если бы это свойство нринадлежало также и возвы. 

шеню въ степень, то тогда и два указанныя выше обратны:: 

Вйствя составляли бы въ сущности одно. Но возвышен!е вт 

‚тепень ве обладаеть свойствомъ перемЪстительности; набр. 

}: не равно 3%, 41 не равно 1%, 10% не равно 21°, ит. д. ВелЪд. 

тве этого нахождев!е основаня по даннымъ-— показателю г 

„гепени (извлечене корня) существенно отличается отъ на. 

‘‚ождения показателя по даннымъ—основан!ю и степени (нахо- 

кден!е логариема). ` ме 
ЗамЪтимъ, что послЁднее дЪйстве въ элементарной алгебрт 

1одробно не разсматривается; указываются гдавнымъ образомъ 

то практичесмя примфневя. : у 

298. ОппедБленге. Логариеомомь числа М по основаню 
! называется показатель степени, въ которую надо возвысить 

основане @, чтобы получить число №: при чемъ \этотъ пока: 

затель степени можетъ быть числомъ цфлымъ и дробнымъ, 

положительнымъ и отрицательнымъ, ращональнымъ и иррацю- 
нальнымъ. | | 

Соглаено этому опред$лен!ю, если имфемъ равенство а* == М, 

то можемъ сказать, что х есть логариемь чпела М№ по основа- 

по а; это можно выразить также такимъ обозначенемъ: 

= 108 №, или д =10ое №, или х==1е М, 

тдь знаки Рой, 105 и 16 сокращенно обозпачають слово’ «лога- 

риемъ». Ивогда для обозначеня того, по какому основанию 

берется логариемъ, внизу этихь знаковъ ставятъ букву’ и число, 

означающее основан!е; напр., равенство Т.08, №М==х означасть, 
что логарпемъ чиила М по оспованио @ есть т 
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_ ПримЪры. ‹ 

1. Возьмемъ за основан и и | 

48° = 16; поэтому Гор 16 —=2; 
4% =64; ^ ь’ Гос 64 =3; 
41 = 4; у Тов" 4=1; 
р — 1 

4? И = г.» То о 

1 1 

—1 1 1 -1 1 

а 
2°. Поли: за основане возьмемъ число 10, то: 

^ 101 =10; поэтому То 10=1; 
10% =100;  » Той, 100=2; ̀ 
108 =1000; » * Тоё 1000 =3; 

юР=дви:. ›’ 1% б=-ь 

р 1 1 Ее . =—2 й та Те 0,01 ит. п. 

3°. об; 4096 —=4, потому что ‘31 — 4096. 
х 

р 

45. 08: =; потому что 64—64 =8. 

299.. Н.которыя свойства логариемовтъ. Осно- 
ван!е а логариемовь мы будемъ всегда предполагать числоме 

положительнымъ, неравнымъ 1 '). КромЪ того, условимся еще 

въ слБдующемъ. Если х сесть дробь, то степень а” предста. 

вляеть собою корень, котораго показатель равенъ знаменателк 

дроби. Корнн, какъ мы видфли ($ 246), имЪють нФеколькс 

значенш, изъ которыхъ только одно—ариометическое. Условимся. 

говоря о логариомахъ, придавать стеневямъ съ дробными по- 

казателями только ариеметическое значен!е; при этомъ условии 

степень а” обладаеть мнотимн замфчательными свойствами, 

Укажемъ тв изъ нихъ, которыми намъ ‘придется пользоватьс; 

впоелёдетви. При этомъ для простоты мы ограничиуся тТмт 

случаемъ, когда основане логариемовъ больше 1, 

1) Есаи а = 1, то пыражен!0 4? не можетъ дать никакого числа, ком 1 



А) 
ве 

и — 

|. Всякое положительное число иметь логариемъ (ращональный 
или иррацональный) и притомъ единственный. 

‹ Ограничимел разъяснешемъ, что для всякаго положительнаг 
числа М, если`оно не имфетъ точнаго ращональнаго логариема. 
можно найти два приближенныя рашональныя значен!я лога. 
риема съ какою угодно степенью точности 1/, т.-е. что можнс 
найти дв так ариеметическ!я дроби ^/, и *:1/ , при которыхт 
(если а`> 1) иметь м$ето двойное неравенство; 

о 2 
«Мат, 

`.Обозначивъ `черезъ: п какое-нибудь большое цфлое’ числе 

(напр., 1000), вообразимъ два неограниченныхь ряда чиселъ: 

па. вы | 
@ =1, 9", а”, ам,... а, а" ,... (1 

в =Т а фт, а *,... аа ",... (2 

Каждый изъ этихъ рядовъ представляетъ ‘собото безконечнук 

геометрическую. прогреес1ю; въ ‚первой прогресаи ` знаменателе 
| 1 й НЕ { 

есть 4", во ‘второй а "": о р согласно предположению, 

а>ь тои Иа>7Ь т.е, > поэтом Ре {1) ссть 
т | 

воврастающая, ’Но если @”>1, то и 1, т.е, и” зна- 
и м" | 7)‘ ь ит 

чить, прогресая (2) есть убывающая. По м рЪ удален отъ начала 

ряда ($286) члены прогресси (1), увеличиваясь, начиная отъ 1, 

могуть сдфлаться больше всякаго‘даннаго числа, а члены про- 

грести (2), уменьшаясьв, начиная отъ 1, могуть едфлаться меньше 

исякаго даннаго положительнаго числа. Изъ этого схфдуетъ, ч18 

кагь бы велико или какъ бы мало’ ни было положительное 

ниело № мы всегда встр5тимъ въ нашихъ прогресаяхъ (въ пер- 

ной, осли № > 1, и во второй, еели У <. 1), или членъ, который въ 

чичиости равняется Числу №, ила же два рядомъ стоящихъ члена, 
меду которыми заключается №. Пуеть окажется, что н5который 
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ты 
членъ ВРС напр., а”, будсть въ точности равенъ числу А; 

тогда дробь ; * будетъ точнымъ логариомомъ числа №, Если же 

этого не случится, то каке - нибудь два рядомъ отоящихъ 
. а. 

члена, напр., а“ ина” будутъ ‚ удовлетворять ‚двойному н6- 

равенству: т р" 

| "< М«а 

# #11 

(если №М<1, та * >М>а "ДД тогда числа ®/, и ®/, бу 

дутъ приближенными рацональными значешями Бор № © 
1 

точностью до =. ' 

Конечно, ‘вычислен!е членовъ указанныхъ прогресбей съ 
пфаью дВйствительнаго нахожденя приближеннаго логариема. 

даннаго числа № было бы крайне затруднительно; на практик® 
логариемы вычисляются несравненно боле простыми ир!емами, 
указываемыми въ-выошей математикф.. 

Если в < 1, то можно повторить все сказанное, съ тою только разницею 
что тогда прогресейл (1) будетъ убывающая, а прогресея (2) возрастающая, 
я, елёл. если М> 1, то подходяния къ М числа найдутся во второй про- 

грессит, а вели М < 1; то въ первой, 

| ВподнЪ аналогично тому, какъ, это было одфлано нами раньше ($ 204) 

для показашя сушествовашя иррашональнаго 9/4, мы можемъ и злфсь 

разъяснить (пользуясь для наглядности числовой прямой), что существуеть 
которое иррацональное число ч, которое больше всякаго рацюнальнаго 
числа вида !/» и меньше всяка"о рацюнальнаго числа Вида ^-1/Л., если Ё/ 
и *1/» суть приближевныя ращональныя значешя 709 № съ точиостью до 

1;. Тогда степень а, согласно опредфленно иррашональныхъ показателей 
{$ 295), представляеть собою такое число, “вотОрОВ (если а > Ё) больше 

й в 

всякой степени вида «” и меньше всякой степени вида а ®; но такое 
число, согласно опредфленю ‚приближенпыхь значений 199 №, есть №; 

значить, 4 == №, %.-е. Г09 У=а, 

1. Большему лсгариему соотвфтетвуеть Ш число. 
Дфйствительно, при а >1 прогрееая (1} есть возрастаютан, а 

прогресса (2) убывающая; изъ первой видно, что съ увеличе- 



— 327 — 

вмемъ показателя при а члелы возрлетатотъ, ‘а изъ второй — чт 

съ уменьшенемъ показателя !) члены убывнаютъ, 

" ТП. Логариемы чиселъ, бдльшихъ едяницы, положительны, а ло. 

гариемы чиселъ, меньшихъ единицы, отрицательны, 
Дуйствительно, при а > 1 число М надо искать въ прогресс 

(1), когда опо больше 1, и въ прогресс (2), когла оно меньше 1 

но показатели въ первой прогресеи вой полокительные, а, в‹ 
второй — всЪ отрицательные; зпачитт, когль А№7>1, логариемл 

этого числа долженъ быть положительный, а когда М< 1, т 

логариемъ его окажетея отрипатедльнымъ, 

"ТУ. При увеличен!и логариема отъ 0 до -|- со числа возрастают 
сть 1 до ++ 00, а при умсньшен!и логаризма стъ 0 дз — © числе 
уменьшаются оть 1 до 0.‘ 

„ Дъйствительно, при а>1 изъ возрастающей прогресс (ТГ 

водно, что когда показатели (логариом), оставаясь лоложитоль 

ными, возрастають отъ 0 безпредфльно (отъ 0 до - 00), числа, 

оставаясь положительными, возрастаютъ оть 1 безпредфльн 

(оть 1 до -- 09); изъ убывающей прогресейн (2) видно, что когде 

показатели, оставаясь отрипательными, уменьшаются отъ ( 

безиредзльно (отъ 0 до — 00), числа, оставаясь подожитель. 

ными, уменьтаются отъ 1 и могутъ быть сдфланы мепЪфе вся. 

каго даннаго положительпаго числа (уменьшаются отъ 1 до 0) 

Это свойство логариемовъ можно выразить такими условпымг 
венствами: т ра 4+ —=-- 00, а-°=0 

ли о Тов (-- 00) =-- 00, Е 50 = — 20. 

Зам чан:з > При а<1 свойства П, ПТи]\ будуть обгатны ука, 
заннымъ, & именно: большему логариему соотнБтетвуеть меньшее число; 

лдогариемы чиселъ, большихъ единицы, отрицалельны, & меньшихъ еди. 

випы—позожительны, 

при увеличени логарнома отъ 0 до {со числа убываютъ оть 1 до 0. 

& при уменьшении логариома отъ 0 40 — со числа нозрастаютъ отъ 1 до + со 

\У. Отрицательныя числа не имфютъь логаризмовъ. . 

Въ ‘самомъ ДЪлЪ, изъ предылущаго свойства логариемовт 

видно, что при измБнеши логариема оть — ©о до со числа 

1) В помним:, что отгипательныя , чис. & сч, таются 7» ъ ме, ьше, чВут 

аб. олю,ная величина ихъ больше, 



— 428 — 

измфняются отъ 0 до --00; но между —сои + 92 заключа- 

ются, очевидно, всевозможные логариемы, тогда какъ между 09 

и -|- со содержатся числа, только положительныя. Значитъ, нЪть 

такого логариема, которому соотв тствовало бы какое-нибудь 

отрицательное число (вспомнимъ, что основан1е а мы всегда 
предполагаемъ числомъ положительнымъ). ао. Я 

УТ. о самого основам равенъ 1, а логариемъ единицы 

есть 0... 1: “ а , 2 ; 
Это видно изъ равенствъ: а'=а и а = 1, 

откуда: 105.1 =1, оз 1 —0 '. .:. 24 

360. }Погаиомья ‘произведентя, частнаго, сте- 

пени и корня находятся на основаши ое 4-51 

теоремт. мех хе 

При ихь ААОЬЬ примемъ во внимане, что каковы бы 

ни были показатели степени (т.-е. цфлые. или дробные, поло- 

жительные или отрицательные, рапональные или иррашональ- 

ные), дйстыя надъ степенями совершаются .по тмъ же ‘пра: 

виламъ, кая были выведены для показателей цфлыхь поло 

жительныхъ, т.-е. при умножен!и показатели одннаковыхъ букв’ 

складываются, при длени вычитаются и т, д, , 

Теорема 1 Логариемъ произведен!я равен _ ори 
мовъ сомножителей.. . и. 

Док. Пусть №, №, №, будуть кавя-нибудь числа, пывющя 

соотвтственно логариемы:.х, хх, по одному и тому же осно: 

ваню &. По опредфлен!ю логариема можемъ положить: - 

_ Уна, М ==”, А, ==, 

Перемноживъ эти равенства, получимъ: 

М, Ц, = а’ачай == бы 

откуда: ` Бо (ММ М) ==, +, 

1) Мы приняли бевъ доказатежства, что а° =1, осповываясь ва значени 

нулевого покавателя, приданномъь ему условно въ статьВ о дфлени одинако 
выхъ степеней одпого и того же числа (5 66). Но выражене а? можно рав 

сматравать въ другомъ значеши, а именко, какъ предфъяъ, въ которому стре 
митоя степень а” по мфр% приближеня х къ 0. Въ теори предёловъ доказы 

вается, что этотъ прелёлъ равенъ 1, 



— 339 — 

но этюд №, т, == 06 М, г, = Ток м 

поэтому 508 (ММ, №,) = Тов М-г 108 М, -- [05 №,. 
1 : ь т, й 

“Очевидно, это равсуждене вполнё примфнимо къ каком 

угодно числу сомножителей. 

Теорема 2. Логариемъ дроби равенъ логариему числителя безт 
логариена знаменателя. (другими словами: логарием’ь частнаго р 

венъ логариому дфлимаго безъ логариема дЪлителя). 
Док, Раздфливь почленио два равенства: 

У== ай, И №, — а“ 

МЪ а им 6 а получим к : 

откуда: . ‘° 10° А =#— а, = №08 М—Тоз м. 
4 

Отсюда вадно, что логариемъ правильной дроби (т.-е. такой, 

У которой чиелитель меньше зноеНатОЫ) есть число отрица- 
тельное. 

Въ частности: ое т = 1031 ров = == 0 — оз № == Г. 

‚ Теорема 3. Логаривмъ степени равенъ логариему возвышас: 
маго числа, умноженному на показателя степени. 

Док, Возвысимъ обЪ части равенства № = а* въ я-ую степень: 

| : №: — (4) —=а”" у 

откуда: То № == и == (108 №)я. 
. 

Теорема 4. Логариомъ корня равенъ логариему подкоренного 
числа, дфленному на показателя корня. 

Эту теорему можно разематривать, какъ слБдетые предыду- 
щен. Дйствительно: ах. К 

й и] 
| р , 

Тов М = Шов № = (05 У. т= и, 

`ЗОГ. Логариэмироване алгебраическаго вы- 
ражен!я. Логариемировать данное алгебраическое выражене зна- 

читъ выразить логариемъ его посредствомъ логариемовъ. отдфльныхь 



чиселъ, составляющихь выражене. Это можно схфлать, полтмуяеь 

теоремами предыдущиго параграфа. Пусть, напр., требуется 

логариемировать ‘слЕдующее выражеше, которое ны 

одною буквой № 

ИЕ уг 

диз у 

Вамбтивь, что это выражев!е представляетъь собото дробь, 

пошемь на основаши теоремы 2-й: 

\ = 

Тое\Х == 10% (в/в уз) — Гб (ат у). 

Затвмъ, примЪияя теорему 1-ю, получить: у 

То М == [л03 -- Тоба? -- Бо 7 — 1054 — и — Тю у, 

и далфе, по теорем 3-ей и 4-Й: 

То5М = 1.058 + 2Глба +- , [05 ( ву: 1081—3 о6т — 

— 31^ву = [003 Р 2 оба -- 5 (-о5Ъ + Е Тив2) — 68 а 

— ЗБобт — з а — [093 -- 2 Г0ва -- 08 Е | 95 — 

— 1124 Зет — Е Гову. 

‚ Логариемировать можно тольчо тая выражен!я, которыя пгедета. 

вляютЪ собою произведене, частное, степень или к-рень, но не сумм\ 

и не разность, Поэтому, когда желаютъ логарпемпровать сумму 

или разность, то, если возможно, предварительно приводятъ ихт 

къ виду, удобному для логаривморованя, наир., преобразуя их? 

въ произведен!е; такъ: . | 

05 (0—0) = 18-5) (а—5] =1в(а-- 9 РЫз@а-5; 
ов (@ 2а--1— 67) = Вов (а -- 1—6] = 

Тоа-- 1 -- В) а--1— 8) = аа --ыва-1-—5. 
УмБя логарпемировать алгебрапчесня выражешя, мы можьмъ 

обратно, по данному результату логариемирова: 
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ния найти вырэжене Х, которое при логариемировалие 

дало этоть результать; такъ, если намъ дано, что 

Тобх = оса -- Го — Зое — ва, 

то ‘на основанш тфхъ же теоремъ находимъ; 

ы 46 
т 
у4 

392. Система логариэмовъ. Систомою логарчомов? 
наз. совокупность логариемовъ, вычисленныхъ по одному и тому 

же основанию, для всЪгьъ чиселъ натуральнаго ряда, начиная 

съ Ти кончая какамъ-нибудь болыпимъ числомъ, Употреби: 

тельны двЪ системы: система натуральныхь логарнемовъ и си. 

стема десятичныхь логариемовъ. Въ первой, по нЪкоторымъ при: 

чинамъ (которыя уясняются только въ высшей матемалик®) в: 

основан! взято ирращональное число 2,718251878.., (обозначае. 

мое обыкновенно буквою е); во второй за основан!е принято числ: 

10. Логариемы первой системы обладаютъ многими теоретиче. 

скиий достоинствами; логариемы второй системы, называемые 

иначе обыкновенными, весьма удобны для практическихъ цзлей !), 

303. Переходъ отъ одной системы логарие. 

лов къ другой. Изя логариемы, вычисленные по одному какому. 

нибудь основано @, мы легко можемъ найти логариемы по новому осно: 

вапио 5. Пусть М№ есть какое-нибудь число и 

рой == а, ГюМ =#, 

МИ=а” и МЫ, 

$) Натуральные логариомы называются также Непировыми но имени изо: 
брЪтатела логариомовъ, шотландскаго математика Нециара (1550—1617), & де. 

сятичвые хогариочы—Бригговыми, по имени профессора Бригга (современник 

и друга Непира), впервые составившаго таблецы этихъ логариемовъ. Должно. 

однако, замтить, что Непировы . логариемы не тождественны патуральнымъ 

5 только связаны съ ними нёкоторымъ соотношешемь. Впервые натуральные 

зогарнемы были введены посяё смерти Пепира, въ 1619 г., учителем матема: 
тики въ Ловхон%, Джономъ Спейделемъ. Въ сл5дующемъ, 1620 году, швейцарецт 

Бюрга опубликовалъ свои таблицы, составленных ямъ независимо отъ Непира 

ЗамфтёяЪъ, что въ 1914 1оду исполнилось трехсотлфт® изобрЪтев!я лога’ 

риемовт, такъ какъ таблицы Непира бызи имъ опублекованы вь 1614 году 

(подъ назвашенъ: „Ме! 1обагИвшогиш ваповиз дезейрно“), 

т,-6. 



отвуда: а’==5".` 

Логариимируемъ это равенство цо основанию а: 
. # ы й 

я = у, ТЕ откуда: у = В 
оной То8.^ 

Такихъ образомъ, чтобы получить новый догарномь, достаточно преж. 

я логариемъ умножить на число, ‚равное 1, дБленной на аогарнемт 

новаго основаня, взятый по ‘старому’ основанию; такое число наз. моду. 

лемь новой системы относительно старой. Для перехола, отъ десятичныхт 

логариомовъ къ натуральнымь модуль оказывается —=2,3025351...,°а дя 

обратнаго перехода, отъ НИ Па рИОь къ ИННЫ м0. 

дуль есть АННЕ да в’ . у 

304. . Значеше логариомичеснихь таблицы, 
Имя таблицы, въ которыхъ помфщены лотариемы “ЦВлыхт 

чиселъ по одному и тому же основан!ю, отъ 1 до какого-нибуде 

больыпого числа, мы можемь производить надъ числами дЪйств!я 

умноженя, дфлешя, возвышен!я въ степень и извлечен!я корня 

проще, ч8мъ обыкновеннымъ нутемъ. Предположимъ, напр.. 

что надо вычислить У АБС, АВС, гдф А, Вис суть данныя пфлых 

числа. ВмЪфето того, "Ятобы производить умножене и затфмт 

извлечен!е кубичнаго корня, мы можеуъ, пользуясь таблц. 

‘цами логариомовъ, найти сначала, ов у И АРС, с, основываяст 

па разложенйи: 
. (ох 

108 УАВО= 5 (45 Ао В + Т0е0). 

Найдя въ таблицахь отдфльно 10° А, [05В и 050, сложивт 

ихъ и разд®ливъ сумму на 3, получимъ 102 УАВС. По этом; 
лотариему, пользуясь тёми же таблицами, можемъ найти соот. 
вЪтствующее число, точное или приближенное. 

Гакимъ образомъ, руководствуясь изложенными выше теоре 

мами о логариемЪ произведеня, частнаго, ‘степени и корня 

мы можемъ, помощью логариомнческихь таблить, свести умно 

жене на сложен!е, дЪлен!е па вычитане, возвышен!е въ сте 
пень на умножене и извлечене корня на дфлеше. = 

На практикЪ употребительны таблицы десятичныхЪ логарие 

мовъ: мы ихь булемъ обозначать знакомь 1.0, :не проставяя» 
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внизу этого знака основане 10: оно будетъ подразумфваться 

Чтобы понять , устройство. и употреблене этихъ таблишь 

предварительно раземотримъ н$которыя свойства десятичныхл 

логарнемовъ. 

ГЛАВА ПИ. 

’Свойства десятичныхъ логариемовъ. 

305. Эти свойства мы выразимъ слдующими 5-ю теоремамп 

Теорема 1. Логариемъ цфлаго числа, изображаемаго единицех 
съ однимъ или съ нъсколькими нулями, есть цфлое число, заклю- 
чающее столько единицъ, снольно нулей въ ‘числ. 
Док, Такъ какъ 10110, 10% == 100, 103 =1900, 10*=10000.. 

э* пулей 

и вообще 2 №" =Ю0...00, 

то ° 108 10=1, 106 100=2, То 1000 ==3, `Гоо 19000 = 

| ая ыы 

и вообще Тос 10...00 = =. 

Теопема 2. Логариемъ ‘ифлаго числа, не’ изображаемаго еди: 

ницею съ нулями, не можеть быть выраженъ точно ни цфлымъ чи. 

сломъ, ни дробнымъ. , . 

Док. Пусть М№есть такое ты лое число, которое не выражается 

1-е10 съ нулями, и допустимъ, что 1,05 № въ точности равняется 

какому-нибудь ращональному. числу, напр., дроби, тдрис 

суть цзлыя чиела. Въ такомъ случа 

р 

10 слЪх., (о м, тТ.-е. 107 — ЛМ, 

Но такое равенство невозможно, потому что число 107 раз. 

лагается только на множителей Зи 5, повторенныхь р разъ, 

а число № не можеть дать такого разложеня {потому что 

М не есть 1 съ нулями); поэтому невозможно омуОнИ, что 
109 МУ выражается точно. 
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Чогаргемъ пФфлато числа, которое не ръыражается 1-ею съ 

нулями, есть число ирращюнальное, и, слЪд., при помощи ра- 
цюнальныхъ чиселъ оно можетъ. быть выражено только прибли- 

женно. Обыкновенно выражаютъ его въ видЪ десятичной дроби 

съ 5 или 7 десятичными знаками. ЦЪФлое число логариема наз. 

его характеристикой, а дробная десятичная часть — мантиссой. 

Теорема 3. Характеристика логаривна цЪлаго или смфшаннаго 

числа содержить столько единицъ, сколько въ цфлой части ‚числа 
находится ныфръ безъ одной. 

Док.: Пусть, напр., имфемъ чиело 5683,7. 

°Такъ какъ 10000>> 5683,7 >> 1000, . 

тс Гов 10000 >> Тов 5633,7 >> Шов 1000, 

т. 41065 56837>3; . 
значить: Тов 5683,7 =3-- полож. правильн, дробь, 

т,-е. характеристика Гос 5683,1 ==3. 

Пусть вообще число М. въ цЪлой своей части содержнтъ т 

цыфръ; тогда -10" > и 10-1, 

сл*д., [св 107" >> 105 М> Бов 10” 1; 

откуда: т > Е И>т— 1; 

значать: Тов № = (т —1)- полож. прав. дробь, 

т.-е. характ. Го №==т— 1. 

ПримЪры. 1) харлкт. 106 7,3 =.0; 2) характер. Т.о 

283/4 ==1; характ. 1.06 4569372 =6, ит. п. 

336. ПреоЗраззваше отрицательнаго лога: 

риема въ логариемть съ положительной ман. 

тиссой и обратно. Прежде чБыъ излагать теоремы 4-к 

и 5-ю, едБлаемъ слЪдующее разъяенене. Мы вндБли ($ 299, 11). 

что логариехъ правильной дроби есть число отрицатель 

ное; значить, онъ состоить изъ отрицательной характери: 

етики и отрицательной мантиссы (папр., — 2,08784). "Тепер 

замфтимъ, что отрицательный логаркемъ всегда можно пре. 
образовать такъ, что у него мантисса будетъ пололительной, # 

отрицательной останется только одна характеристика, Для 9101 
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достаточпо прибагить къ его мантисс® положительную едини 

цу, а кь характеристикЪ-—отрицательную (отъ чего, конечно 

величина логариома ве измыфнится). Если. напр, мы имфем 

отрицательный логариемь —2,08734, то можно написать: 

-—2,08734 = —2—0,08734 = —2-—1-41--0,08734 == 
=— (24-1) (1—0,08784) = —3--0,91266 

—1+1 

или сокращенно: —2,08734 == — 2,08734 == 3,91266. 

Для указан!я того, что у логариема отрицательна тольк 
одна характеристика, ставять надъ ней минусъ; такъ, выЪст 

того, чтобы написать: — 3 -- 0,91266, пишутъ короче 3.91266 1 

Изъ равемотрЪвя этого преобразовашя можно вывести сл% 

дующее правило: чтобы у отрицательнаго логариама сдфлат 

мантиссу положительной, достаточно увеличить на 1 абсолютну 

величину харанетристики и вмЁсто данной мантиссы взять ея до. 

полнене до 1. (т.-е. такое число, которое получается оть вычи. 

таня данной мантиссы изъ 1). Это дополнене получится, если 

послфднюю значащую цыфру данной мантиесы вычтемь изъ 10, 

вс остальныя изъ 9. Такимъ образомъ, мы можемъ прямо ппеать; 

— 2.56248 =3,43752, —0,00830 =1.99170 и т, п, 

На практик логарнемы чпселъ, меньшихъ 1, всегда пред- 

ставляютЪ такъ, чтобы у нихъ мантиссы были положительны, 

Обратно, всяк логариемъ съ отрицательной характеристи- 

кой и положительной мантиссой можно препратить въ отрица- 

тельный. Для этого достаточно къ положительной маптясет 

приложить отрицательную едипицу, а къ отргцательной харак. 

теристик —положительную; такъ, очевидно, можно написать: 

7,830`6 =—7--0 83026 =—7-41—1-1+0,89026 = 
=(-7410—(—0,83036) =—6 — 0,16974 =— 6.16974 

= и о 
или сокращенно; 7,83026 ==7,53026 = — 6,16974 ®). 

1 

1) Такое число произяосятъ такт: 3 съ минусомъ, 912 `6 стотысячвыхъ, 

3) Зам чан: для памяти. Для выпольбыя преобразований, указан- 
выхъ нъ дв)хь посаьдиихь параграфахъ, приходится прибаваяь -- [я — 1% 
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“Изъ раземотрЬня этого преобразоватя мозжно вывести сл 

дующее правило: чтобы у логариема съ отрицательной харанте 

ристикой, но съ положительной мантиссой, сдБлать и мантиссу отри 

цательной, достаточно уменьшить на 1 абсолютную величину харак 

теристини и, вмфсто данной мантиссы, взять ея дополнене до 1. 

Замътивъ это, можемъ прямо писать: 
Напр.: 3, 57401 = — 2,42599; 1.70880 = — 0,29170; ит. п. 

р ‹ 

367. Теорема 4. Оть умноженмя или дьленя числа на 10’ 
(п—цфлое число) положительная мантисса логариема остается без» 

измфненя, а харантеристина . ЯНИС или Иные нг 
п единицъ. 

Док.: Такъ какъ 

1.08 №, 10”) = ТЗ Х-- 10510», 1,0% тог= = ов №— т 102 

А. ие 108 т 

то Гоз (№.10*) = Тю Ур п, 108 Зое "= = Е У— т, 

Так какъ и есть цфлое чело, то `прибавлоне п не из? 

няетЪ мантиссы, а только увеличиваеть ‘зарактеристику на 

л единицъ; съ другой стороны, если условимея ‘въ томъ.елу- 

ча%, когда нужно оть логариема отнять цБлое число, отнимать 

его отъ характеристики, оставляя мантиссу всегда положитель- 

ной, то вычитан!е я также не измЪняеть мантиссы, а толькс 

уменьшаеть характеристику на * единииь, (. ‚ -- р 

СлЪдств:я. 1) Положительная нантисса логариема десятич- 

наго числа не измфняется отъ перенесеня въ числЪ запятой, по- 

тому что перенесен1е занятой равносильно умноженю или дз- 
< 

одпо изъ этвхь чисель къ характеристикв, а лругос къ мантисс®. Чтобы на 

ошибятьея, къ чему прибавить --1 ин къ чему — 1, полезно всегда обращать 

вииман!с оп мантиссу заданнато логариома и разсуждать такъ: пусть въ ва. 

давномъ хогариомВ мантнсса отрацатехьна, & надо се ехфлать положитель. 

вой; тогра къ ней, конечно, слфлуеть прибавить -- 1, а потому къ характе 

рнетикз нахо прибавить —1; пусть въ зазанномъ логариом$ мантиеса будет» 

положительна, а пахо се сдфлать отрицательной (весь хогариемъ долженъ быти 

отрицательный); тогло къ яей слфдуеть добавить —1,; а, слФдовательно, ки 

харяктериетикв 1 , 
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леню на цфлую степень 10-ти. Такимъ фбразоиъ, логарием 

чеЛЪ: (0423, 0,0423, 0,493, `4,28, "42,3, 423 

отличаются только ЗА раетании но не мои пр 

условши, что мантиссы положительны. 

2) Мантиссы чиселъ, имфющихъ одну и ту же значащую част 

но отличающихся только нулями на концЪ, одинаковы; такъ, лога 

риемы чисель: 23, 230, 2300, 23000 отличаются только харак 

теристиками. о —. С 

Теорема 5. 1) Когда десятичная дробь выражается 1-ею с 

предшествующими нулями (0,1; 0,01; 0,001; и. т. д.), то логарием 

ея равенъ цфлому отрицательному числу, содержащему стольно отри 
цательныхъ единицъ, сколько есть нулей въ изображени десяти 
ной дроби, считая въ томъ числ и О цфлыхъ. 

2) Логариемъ всякой другой правильной десятичной оби, есл 

его мантисса сдЪлана положительной, содержитъ въ харантеристик 
столько отрицательныхь единицъ, сколько есть нулей въ изобража 
нм десятичной дроби передъ первой значащей цифрой, считая в 

томъ числф и 0 цлыхъ. 

Доказательство. 1) Такъ какь 

1 1 1 = 1 — — = ^. Е ы8 01 = 1 10-1, 0,01 = 100 10-?, 0,001 1000 1905 

т пулей 

м т 1 1 
и вообще 9,00...01, —-- = 1 

— 100...0 — 10% 
— 

зи нулей 

то Гос 0,1 = — 1, : 1.00 0,01 =— 2, 105 0,001 == м 3,... 

пр нулей ‹ 
й р :: —— 

и вообще. ‚ров 0,00...0Р=-- т, 
| у т пулеб ` 

. у жж: . 

2) Цусть имфемь десятианую дробь Ч =0,00...0а3..,, у ко 

торой передъ первой значащей цифрой стоять тж нулей, счи 

тая въ томъ числБ и 0 цблыхь (2, 3..— каыя-нибудь зна : 

чапия цифры). Тогда очевидно, что ) ` 
у 

т—1 лузез т нулей | „зе пулей 
— — —=——. —=—=—.- 

м 0,00,..01>0,90... 135>6, 00...С1. 

А. Киселезъ, Алге‘ра. +8 > 
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т--1 пудей } м нулей . 
, ——— — 

Сл\ди Гос 0,00...01 > ое А > [02 0,00...01, 

т.-е. — (и ПШ; 

значить. Гос А= —т-- полож. правильн. дробь, 

т.-е. характ. [08 А = — т(при полож. мантисс%). 

Прим рь, 1) характ. 108 0,25 = —- в >) характ. 

Го2 0,0000487 = —5; и т. п. | . 

308. Зам чане. Изь изложенныхъ теоремъ слфдуетъ, 
что характеристику логариема цфлаго. числа ‘и ‘десятичной 

дроби мы можемъ находить безъ помощи таблицъ; волЪдетв!е 

этого въ логариемическихъ таблицахъ помфщаются только одн® 

мантиссы; кромЪ того, такъ какъ нахожден!е логарнемовъ дробей 

сводится къ нахожден1ю логариемовъ цфлыхъ чиселъ (логариемъ 

дроби=логариему числителя безъ логариема знаменателя), то въ 

таблицахъ помфщаются мантиссы логариемовъ только пцфлыхе 

чиселъ, 

ГЛАВА Ш. 

Устройство и употреблен!е таблицъ. 

369. Устройство таблицть. Опишемъ вкратцЪ устрой- 
ство и употреблен!е пятизначныхь таблицъ, изданныхь Прже- 

вальскимъ. Эти таблицы содержатъ мантиссы логарнемовъ воЪхт 

ц%лыхъ чисель отъ 1 до 10009, вычисленныя съ 5 десятич. 

ными знаками, при чемъ послфднйЙ изъ этихъ знаковъ увели- 

ченъ на 1 во всфхъ тБхь случаяхъ, когда 6-й десятичный 

знакъ долженъ бы оказаться 5 или болфе 5; елЪд., пятизначныя 

таблицы даютъ приближенныя мантиссы съ точностью до № сто. 

тысячной доли (съ недостаткомъ или съ избыткомъ '). 

*) Въ нфкоторыхъ таблицахъ (вапр. „Чихановь — Таблицы нятизначныхя 

логариомовъ“) мантиссы, взятыя ‚съ избыткомъ, отм8чены чертозкой, поста. 

вленной подъ посл®дней цифрой мантиссы. 

Для рЬшевя большинстве практическихь задачъ вполнё достаточно ноль 

воваться четырехзначными таблицами (напр., таблицами, составлениыми В. И 
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На первой страниц помбщены чисха отъ 1 до 190 въ столб. 

пихь съ надписью № (пищегиз— число). Противъ каждаго числа 

и» столбцахъ съ надписью Тоо. находятся мантиесы, вычис. 

лепныя съ 5 десятичными. знаками. | 

Олвдующя страницы устроены иначе. Въ первомъ отолбцЪ, 

нодь рубрикою №, помфщены числа отъ 100 до 1000, а рядомт 

съ ними въ столбцЪ, надъ которымъ стоить цифра 0, вахо- 

дятся соотвЪтетвующия мантиесы: первыя дв цыфры мантиссъ, 

общя вфеколькимъ логариемамъ, написаны только разъ, а осталь- 

ныя три цифры помфщены рядомъ съ чиеломъ, находящимся 

въ столбцё № Эти же мантиссы принадлежать числамъ, ко. 

торыя получатся, если къ числамъ, стоящимъ подъ рубрикою №, 

приписать справа 0. Такъ, мантисеа логар. 5690 будетъ та же, 

что и у числа 509, т.-е, 15511 (стр. 17). Сл5дующе столбцы 

съ надпнеями надъ ними 1, 2, $3, 4, 5,.6, 7, Ви 9, служате 

для нахожден!я логариемовъ четырехзначныхъ чиселъ (и пяти- 

значныхъ до 10009), оканчизвающихся на эта значапия цифры, 

при чемъ первыя три цифры каждаго изъ этихь чисель пом%- 

щевы въ столбцё М, а послфднюю надо искать наверху, въ 

ряду цифръ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 1, 8 и 9. Наир., чтобы найти 

мачтиссу логариома чнела 5673, надо отыскать въ столбщЪ № 

число 567 (стр. 17) и наверху цыфру 3; въ пересфчени гори- 

зонтальной лиши, идущей оть 567, съ вертикальной лишей, 

опущенной оть цифры 3, находятся три послзде!я цифры ман- 

тиссы (381), первыя же ея цифры надо искать въ столбць 

подъ цифрою 0, на одпой горизонтальной лини, или выше; 

такъ, для числа 5673 первыя двЪ цифры мантиссы ‘будутъ 75, 

а послждюя 381, такъ что вс 5 знаковъ будуть 75381. Если 

поредъ послфдними тремя цифрами мантиссы стоитъ въ табли- 

цахъ звфздочка, то это значить, что первыя дв цифры надо 

брать ниже горизонтальной линш, на которой расположены 

поелфдя цифры мавтиссы. Такъ, для числа 5758 мантисса 

будетъ 76027 (стр. 17). 

Лорченно в Н. В Оглоблинымъ, Юевъ, 1910 г.). Въ случьяхт, требующихь очень 

большой точности, пользуются иногда семизначными таблицами (вапр., Хога- 

риомически-тригонометрическое руководство барова Георга Вега). Способъ 

подьзовамн такими таолицами обънсыенъ во введена къ таблецамъ. 

В. ых 22» 
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310. По данному десятичному числу найти 
лпогариемть. Характерлстику логаривма пфлаго чнелиь ил 

досятичной дроби мы выставляемъ непосредственно, руковод 

ствуясь указанными нами свойствами десятичныхъ логариомовъ 

При нахожден!и мантиссы мы примемъ во вниман1е, что по. 

ложене запятой въ десятичномъ числЪ, а также и число нуле! 

на кони ифлаго числа, не оказываютъ пляюя на мантисс\ 
($ 307, елфделв1я); поэтому мы можемь отбросить запятую В1 

десятичной дроби и въ цфломъ числф зачеркнуть вс нули 

если они есть на конц числа, Тогда могуть представиться 

слдующие 2 случая: : Е | ь 

19. Цфлое число не превосходить 10009. Тогда мантисса нахо: 

дится прямо“изъ таблицъ. Напр.: ь 

105 82==1,91381; 10 0,082 =2,91381 (стран. 1): 
08 2560 — 3,40524: 109 256000 — 5,40824 (стран. 7); 
То 7416 == 3,87017; 10° 74,16 == 1,87017 (стран. 98). 

Найденная мантисса будеть точпа до , стотысячной доли. 

2%. Цфлое число превосходитъ 10009. Тогда мантисса находится 

на основани слфдующей тЫ которую мы при безт 

доказательства; 

если числа болфе 1000, и разности между ними не пре-осходятъ 1 

то безъ чувствительной ошибки можно принять, что разности межд! 

числами прогорщюнальны разностямъ между ихъ логариемами '). 
й 

1) Справедливость этого `предложеня ло изкоторой степени можеть быт! 

провбрена проемотромъ самихъ логарпомическихь таблицъ. Въ этихъ тебли. 

цахъ, начиная со 2-й страницы, помёщены четырехзначныя дёлыя числа в1 

ихъ натуральному поряльв, х.-е. числа эти возрастають на 1, Еези бы раз 

ности между “числами были строго пропоршюнальны разностямъ между ихъ ло 

гариомами, то; при возрасташи чисель на 1, ихь логариомы возрастали бь 

нв ОБО и то же число. Просматривая таблицы, замвчаемъ, что разности 

межху сосфдними мантиссами хотя и не остаются одинаковыми па протяжени 
всЪхъ табхицъ, однако, измфилются очень медленно; напр., для вовхъ чисель 

помфщениыхь на стравицахъ 19, 20, 21 и 22 таблицъ, разности между сосфх 

вихи мантиссами оказываются только или 6, или 7 стотысячвыхъ, Если же этЕ 

разности почти постоявны для часелъ, отличающихся на 1 (и превосходя. 
щяхъ 1000), то он% должны быть еще болёе постоянными для чисель, отли. 

чающихся мен\фе, чфиъ на 1 (и превосхолящихь 1000). 
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ПринлпЪъ это, положимъ, что требуется найти логариомт 

числа 74,2854 которое, по отбрасываи запятой, деть м 

число, превосходящее 10009.. 1 2х 

Перенесемь въ немъ запятую на столько знаковъ, чтобы 

вь цблой части образовалось наибольшее число, какое тольк 

можно найти въ таблипахъ; въ нашемъ примЪрф для этогс 

достаточно перенести запятую вираво на два знака, Тепере 
будемъ искать 

ве ``‘ 07493,54 =? 

Выписываемъ ‘изъ таблицъ (стр. 23) мантиесу логариеме 

числа 7423 и находимъ такъ называемую табличнук 

разность, т.-е. разноеть между взятой мантиссой и слф. 

дующей большей (соотвЪтетвующей числу 71424). Для этого вы: 

читаемь (въ умЪ) изъ 064 (изъ трехъ посяЪднихъь цифръ ман: 

тиссы числа 7494) число 058 (три нослфдн1я нифры мантиесы 

числа 7423); находимъ 6 (стотыеячн.). Значитъ: | 

10° 7423 == 3,87058; 
1.09.1424 —= 3,87053--6 (стотыс.). 

‚ Обовначимъ буквою А то неизвфетное число ‚стотысячныхъ, 

которое надо приложить къ 10° 7428, чтобы получить 

тов 7423,54; тогда можемъ написать: › ` 

ое 7423,54 == 3,87058 - № (ототыс, _ 

Изъ этихъ равенствъ мы ВИДИЫЪ, что если число 7423 уве. 

личится на 1, то логариемъ его увеличится на 6 (стотыс.), а 

если то же число увелячитея на 0,54, то логариомъ его уве. 

личится на А (стотые.). 

На основави указанной выше пропорщональности можем 

налисать иропорцио: 

\:6-=0,54:1; ‘ОТКУДА: А=6.0,54 =3,24 о 

Приложивь къ 3,57058 найденную разность, мы найчемъ 

Те 7423,54. Такъ какъ мы ограничиваемся 5-ю десятичными 

знаками мантиссых то въ числЪ 3,24 можемь отбросить цифры 

? и 4, предетавляюния собою маллонныя и деснтимилонных 
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доли; при этомъ, для уменьшеная ошибки, будемъ всегда руко 

водствоваться слфдующимъ правиломъ: если отбрасываема; 

часть больше (или равна) 5 миллюнныхъ, то, отбрасывая ее 

мы увеличимъ на 1 оставшееся число стотысячныхъ; въ про. 

тивномъ же случа оставимъ число етотысячныхь безъ изм 

неня. Такимъ образомъ: 

108 7423,54 = 3,7058 -- 3 стотыс. = 3,87061. 

Такъ какъ [02 74,2354 долженъ имЪть ту же самую мантиссу. 

а характеристика его должна быть 1, то 

Тов 94,2354 = 1,87061 1), 

Правило. Чтобы найти мантиссу даннаго цвлаго числа, имЪю. 

щаго 5 или болфе цифр®, выписываютъ изъ таблицъ мантиссу числа 

составленнаго первыми 4 цифрами даннаго числа, и къ ней приба: 

вляютъ произведен!е табличной разности на десятичную дробь, обра. 

зованную остальными цифрами даннаго числа, при чемъ вмЪсто точной 

величины этого произведения. берутъ ближайшее къ нему цфлое число 

с 

Для болве строгаго вывода этого правила, повторимъ въ общемь видй 

тБ разсужденя, посрехствомъ которыхъ выше мы нашли [05 74,2354.. 

Перенесемъ въ данномъ десятичномъ числ запятую такъ, ‘чтобы он: 

стояла послф 4-й цифры слва; тогда число представится въ видф сумуь 
п -+ #, въ которой жесть четырехзначное цфлое число, а # —десятичная дробь 
меньшая 1. Найдемъ въ таблицахъ мантиссу № (стотыс.), соотв тетвующук 

цлому числу п, и опредфлимъ (вычитащемъ въ умЁ) табличную раз 

ность 4 между взятой мантиссой М и сафлующей большей мантиссо? 

(соотвфтствующей числу ® -|- 1). Тогда мы можехъ написать: 

Ш0вл ==3-- Е ; 

Го {п =1)= 3$--—— --. 

Обозначимъ буквою А пеизвфстное число стотысячныхь, которое над 

припольтЬ > къ Гося, чтобы получить Гос (и -- й); тогда: 

4 МА 

Е а 10° 

- 1) Нахождене по двумъь ряломъ столщимъ въ таблицьхь числамъ числе 

промежуточнаго наз. вообще интерполированемъ; интерполировав:е, описанно 
въ этомъ параграф (в далве въ 8 312), наз. пропорц:ональнымт. 

такъ какъ оно основано на допущени, что нам биен!о мантяссы пропоршо 
нально изчфнению числа. 

104 (п-- В) = 
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Изъ написанныхъ 3-хъ равенствъ заключаемъ, что если число » уве- 

личится на 1, то логариемъ его увеличится на @ (стотые.), а ебли то же 

чисзо я увеличится на #, то логариемъ его увеличится на А (стотне.). 
На, основан! нашего допущен!я пропорцюнальности получимъ: 

А:4=1:1; откуда: А = ай (стотыс.). 

| а 
Звачить: Тов п + =3- ии #] 

Произведене 4 рЪ$дко есть ЦВлое число; большею частью онб есть 

цфлое число съ дробью. Въ этомъ случа, довольствуясь 5-ю десятичными 
знажами мантиссы, мы вмЪсто точной величины произведешя 4 условимся 

браль ближайшее къ нему ифлое число (хотя бы оно было и больше 

4). Обозначивъ это ближайшее цёлое число буквою 8, мы можемъ при- 
оон логариемъ выразить такъ: 

О ор . т: м 
Остается теперь, если нужпо, замфнить характеристику 3 другихъ чиеломъ 

сообразно теоремамъ о характеристик? (3-я теор. $ 305 и 5-я теор. 8 307). 

ЗИ. Употреблене пропорщональныхъ частей. 
Произведен!е табличной разности на десятичную дробь, о ко- 

торомъ говорится въ предыдущемъ правил, можно произво- 
дить весьма просто при помощи такъ называемыхь раез рго- 

ро"Иопа]ез (пропорцональныхъ частей), помфщенныхъ въ табли- 
цазъ въ крайнемъ правомъ столбдВ съ надписью Р. Р. Такъ, 

на стран. 23-й мы находимъ въ этомъ столбцф двф колонки, 
надъ которыми стоять цыфры: надъ одной 6, надъ другой 5. 

Этя цифры означаютъ табличныя разности (въ стотысячныхъ 

доляхъ) между двумя рядомъ стоящими мантиссами, помфщен- 

ными на этой страниц. Подъ каждой изъ этихъ табличныхъ 

разностей выписаны произведен!я ея на 0,1, на 0,2, на 0,3..., 
наконецъ, на 0,9. Такъ, найдя въ колонкЪ, надъ которою сто- 

итъ разность 6, съ лБвой стороны цифру 8, означающую 0,8, 

и взявъ справа отъ этой цифры числе 4,8, мы получимъ про- 

язведен!е 6.0,8.' 

Чтобы при помощи этихъ Р. Р. умножить, положимъ, 6 на 0,54, 

достаточно найти въ колонкф произведен!е 6.0,5 и потомъ 

произведеве 6.0,04. Первое находимъ прямо: оно равно 3,0; 

чтобы получить второе, примемъ во вниман!е, что произведене 
6.0,4 въ 10 разъь мевыше произведевя 6.0,4; это послфдисе 
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находимъ въ Р.Р.; оно равно 2,4; сл$д., 6.0,4 == 0,24. Сложив 

3,0 и 0,24, найдемъ полное произведеше 6.0,54. 

Вычислене всего удобнЗе располагать такъ; 

“, Число. Логарионъ. 

7423. уни „ 3,31058 | а = 

5 ве 622 о 80 | 

4. . . 34 

7423,54. ..... 3, 87061; 

20% 74,2354.,.... „ ==1,87061. 

Подъ числомъ 7423 мы подписали цыфру 5, отступивъ на однс 

мЪфсто вправо, потому что эта цыфра означаетъ 0,5; точно такъ же 

пыфра 4 отодвинута еще на одно мфето вправо, такъ какъ он: 

означаетъ 0,04. Подъ мантиссой 87058 подписаны числа, 30 и 24. 

при чемъ каждое изъ нихъ отодвинуто на одно мфето вправо. 

такъ какъ 30 означаетъ 3,0 стотысячныхъ, & 24 означаетъ 0,24 

стотысячныхь. Направо помфщена табличная разность 6 (обыкно: 

венно. она обозначается буквою а). 

Приведемъ еще примфръ: найти 1.05 23739,06. 

Число. . . Логариемъ, / 

2873... ..-.. - 3,45884 : а4—={: 

о лы 135 
ее за 0 

т 6: г бол а В 

2873,96 ....: . , 3,45848; 
‚  10528739,06 ....... 4,45848. 

Складывая 4 и 3 (стотыс.), мы увеличили сумму на 1, такт 

какъ нерНАЕ ИЗЪ ИОВА пифръ (миллюнныхъ) есть 5. 

ЗНа. ПредЪлъ Нет приблимненнаго 

логариема. Сначала мы опредзлимъ погрёшность приближевнаго ло 

гариема, [1] ($ 310), въ которомъ произведен!е 4й берется точнымъ, а за 
тмъ найлемъ погрёшность приближеня [2], въ которомь вместо точно! 

величины ай взято ближайшее цфлое чиело; при этомъ мы предположимъ 

что число п -- й, логариемъ котораго требуется найти, есть число точное 
Погрышность ириближеня [1] обусловливается 2-мя прачинами: , 
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`1) допущенная нами истина о пропорщонельности разностей между 

числами разностямъ соотвфтетвующихь логариемовъ не вполнф вфрна; 
2) въ таблицахъ помзщены не точныя мантиссы, а праближенныя (01 

точностью до /, стотысячной доли). 

Погрёшвость, происходящая отъ 1-й причины, оказывается, По изсл». 

довани ея, настолько ничтожной, что ‘она вообще ие вшяеть на 5-й де. 
сятичный знакъ мантиссы; поэтому въ дальн темъ мы на нее не будем 

обращать вниманя. Чтобы судить о величинв погрёшиности, происходящей 

оть 2-й причины, мы составимь выражен1е для точнаго логариома, числа 
я-- А, а залВмъ сравнивгъ его съ приближеннымь хогариемомъ [1]. 

Обозначимъ буквами аи а’ положительныя или отрицательныя числа 

стотысячныхъ долей, которыя надо приложить: первое—къ табличной мап- 
тисс$ 1.05 я, а второе—къ табличной мантиссв Роз (п -|-. 1), чтобы получить 

точныя мантиссы этихъ чисолъ. 'Гогда мы можемъ написать елёдуюзия 
точныя равенства: 

Товп а, 108 (п-- 1) =3- а ; 

гдз абсолютныя величины чиселъ аи 2’ ‘должны быть меньше 1/5. Пзь 
этихъ равенствъ видно, что когда чивло и увеличивается на 1, тогда, точ- 

ный логариомъ его увеличивается на @-- х— а (стотыс.); значить, когла 

число % увеличивается на #, точный логариемь его долженъ увеличигься 
на такое число \ (стотыс.), которое удовлетворяеть пропорши: 

А: (@--7—=1:1; откуда 5 = (@- 9—3. 

Сафл. точная величина догариема числа * -{- й будеть: 

М--« та —. а’ —97. 
=3 те ов и + и, 

Приведя дроби къ одному знаменалелю и сдЪзавъ перестановку чле- 

новъ въ числителЬ, мы можемь найденное выражеше представить такъ: 

М -- а 9+ йа’ — йа. 
— 2 Нь 108 (п-+-=3-- — 10 тм 

Сравнивая это выражете съ приближешемь [1] параграфа 310-го, на. 
ходииъ, что погрфшноеть этого приближеня равна: 

9-й — № ара. 

105 15 

Такь какъ абс. величины чисель а на’ меньше 1/,, то эта погршиость, 

очевидно, меньше проби: . | ; 

За-ючл- 1 АА 1 1 

103 — 10° _ == ‚5 стотысячной . 

Таковъ предфль погрьшности прибаиженнаго зогарнома, [1]. Переходя 
теперь отъ этого приближеня къ приближенному логариому [2], те. зз- 
уфняя точную величину произведенл 4й ближайшимь къ вему пЪлымъ 
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числомт, мы т®ляаомъ еще опгибку, но меньшую 3/. Сл®д,, предфль погр®ш. 
ности ирибдиженнаго логариема [2] будеть: 

: +5 = 1 (стотыеяч.). 

Такимъ образомь, если логариомъ берется прямо изъ таблиц, то предфла 

его погрфшности эсть 1/› стотысячной доли ($ 310, 15); есяи же логариемъ по. 

лучается посредствомъ вычисленя, то предфль погрфшности есть 1 стотысяч 
ная доля. ь | 

ЗИ, 6, Случай, ногда данное число неточное, 
Въ предыдущемъ параграф® мы предполагади, что сумма э--й есть точное 

данное число. Но часто бываетъ, что требуется отыскать логариемъ числа, 
заданнаго только приближенно (напр., требуется найти Год т, принимая 
за т приближенное его значене 3,142), Въ этомъ случав къ погрёшности 

приближевнато логяриема прибавляется еще погрЬшность, происходящая 
‘оть неточности сёмого числа. Опредфлимъ предфлъ: этой послздней по. 
тръшности. ‚ 

Обозначимъ буквою $ погрЬшноеть приближеннаго числа я-- А, т.-е. тс 
положительное или отрицательное число, которое надо приложить къ при. 
ближенному числу п--/, чтобы получить точное число; при этомъ мы до. 
пустимъ, что о всть настолько малая дробь, что сумма ®-- #--о остается, какт 
и сумма я--®, заключенной между цфлыми числами ® и п+ 1. Мы видфли 

{$ 311, а), что если чиезо ® увеличивается на 1, то точный логарирмь егс 
увеличивается на 4-- а — а (стотысячныхъ); значить, если число увели. 
чится на $, то точный логариемъ его долженъ увеличиться на такое число 4 
(стотыс.), которое удовяетворяеть пропорщи: 

А: (1 «—а)=з:1; откуда А = (аа —_ 9) втотые). 

Сад, ОБ (п --9) = 108 (+) (8+ —5). 
Значитъ, когда, мы вместо 109 (+ й-- =) беремъ 109 (п + 1), мы ДЕ. 

лаемь отибку, равную 9 (а -|- я -— а) стотысячныхь. Ошибка эта, оче. 

видно, мензе 

] 8] (+; + 5- ”Н «| (4 г 1) (стотысячных»), 

д% | © | есть абсолютная величина погрёшности ©амого приближеннатс 
исла ®-Р# (или ея предлъ). 

Конечно, къ этой погрышности надо приложить ту, которая происхо: 
‚ить отъ неточности приближеннато логариема числа я --}, и предёлъ ко. 

торой, какъ мы видфли, есть или 1/5. стотысячной, или 1 'стотыеячвая, 
смотря по тому; берется ли маптиеса логариема прямо изъ таблиць, или 
вычисляется помощью про’оршовальныхь разностей. . 

Тахимъ образомъ, предфлъ р порно будетъ: 

9-1) - ри а т р о } стотыеячныхъ. 
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Не холжно забывать, что $ есть погршность того числа п -- , которо’ 

получится, когда въ данномь десятичномъ числ запятую поставимь послф 4-1 

цифры сл$ва, 

Прим ръ. Ной То г, привимая т= 3,142 (съ точностью ж 
1), тысяч.). ь 
‹ Перенеся запятую посл 4-й цифры слёва, получимъ четырехзначное: 

число 3142, точное до !/› цфлой единицы (точное число должно. было бь 
быть 3142 - в, гд$ в < 15). Изъ таблиць находимъ: 

ох Тов 3142 = 3,49721; @=13, 

ПредЪль погрЫшности этого логарнома, происходящей отъ неточносте 

числе, равент: 
1123-10 < 3.14 =7 (стотые). 

Такъ какъ прелёль погр®шиости самого хогариема (взятаго неносрод. 

ственно изъ таблицъ) есть 1/; стотысячной, то предфль окончательной по- 
гр®шности будеть 7!/› стотыс. < 8 стотыс. 

Такимъ образомъ: 
й 

ов (3143 + 9) = 3,49721 (съ точн. до 8 ед. посл. разр.). ° 
Сл$д., Той 3,142 == 0,49721 (съ точн. до 8 ед. посл. разр.). 
Звачитъ, точная величина Год г заключаются: 

0,49721 - 0,00008 >> об я_> 0,49721 — 0,00008, 
т.-е. 0,49729 > Тод ® > 0,49713. 

° Семизначный логариомъ числа я равенъ 0,4971499. Найленный нами 
приближенный логариемъ 0,49721 разнится отъ этого на 0,0000601, что, 
дЪйствительно, меньше 0,00008. 

312. По данному логауиому найти десятичное 

число. Пусть требуется найти М№ Гос 1,51001, т.-е. найти 

число (Митегиз), котораго логариемъ равень 151001 1). Не 

обращая пока вниман!я на характеристику, отыскиваемъ въ 

таблицахъ сначала первыя двЪ$ цифры мантиссы, а потомъ и 

остальныя три. Оказывается, что въ таблицахъ есть мантисса 

51001, соотв тетвующая числу 3286. Принявъ во вниман!е ха- 

рактеристику, окончательно пишемъ: 

1,51001 = 1.05 0,3936, 

1 Фразу „найти число, которато зогариемь равенъ а“ заифняютъ иногха 
боле короткой: „вайти антилогарнемъ а“, Звачить. аитилогариемомъ @ ваз, 
чис20, котораго логарнемъ равевъ а; его можно обозначать такъ: № №06 в 
(т.-е. №Митегие Год а). ® 
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что моло такте записать и такъ: 

- с 

№ [05 1,51001 == 0,3236. 

Чаще случается, что данная мантисса не находится въ та- 

блицахъ. Пусть, напр., намъ данъ логаризчмъ, у котораго ман- 

тисса ость 59499, не встрчающаяся въ таблицахъ, и какая- 

нибудь характеристика, (напр., 2). Тогда искомое чиело, можнс 

пайги простымъ вычисленемъ, подобнымъ тому, Которымъ мы 

паходили логариемъ числа, не помфщающагося въ таблицахъ. 

Предположимъ сначала, что характеристика даннаго лога’ 

риема есть 3, т.-е. данный логариемъ есть 3,59499. Беремт 

изъ таблицъ. мантиссу 59494, ближайшую меньшую къ данной 

выписываемъ четырехзначное число 3935, соотвтствующее ей, 

и опредфляемъ (вычиташемь въ умз) табличную раз: 

ность 12 (стотые.) между взятой мантиссой и слфдующей 

большей (соотвфтетвующей числу 3936). Такимъ образомъ: 
В 

3,59494 = Гос 3985; 

3,5994 -- 12 стотыс. = [05 3936. 

Опредфлимъ еще разность 5 (стотыс.) между данной мантис: 

сой (59499) и мантиссой, взятой изъ таблицъ (59494), и обозна. 

чимъ буквою й ту неизвфетную дробь, которую надо приложите 

къ числу 3985, чтобы хогариемъ его увеличился на 5 (стотыс.). 

"Тогда 

3,59494 — 5 стотыс. = 108 (3985 -- 1). 

Изъ этихь 3-хь равенствъ усматриваемъ, что если логариемл 
увеличивается на 12 (стотые.), то соотвфтсхвующее число уве. 
личиваетея на 1, а если логариомъ увеличивается на 5 (стотыс.) 

то чиело увеличивается на й. На основави (хопущенной нам! 
пропоршюнальности можемъ написать: 

= 

12:5 =1:й; откуда: д = с == 0,4... 
= 

Значить, число, соотвфтствующее логариему 3,59499, равн‹ 

3935 -|- 0,4... =3934,4..., & такъ какъ характеристика даннах 
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логариома сеть 2, а не 3, то искомое число х равно 393,54 
что можно выразить такъ: 

д—'М1052,59499 — 393,54... 

Правило. Чтобы найти число по данному логариему, сначалг 

находятъ въ таблицахъ ближайшую меньшую мантиссу и соотвфт. 

ствующее ей четырехзначное число; затфмъ къ этому числу приба 

вляютъ частное, выраженное десятичной дробью, отъ дфленя раз 

ности между данной мантиссой и ближайшей меньшей на соотвьт. 

ствующую табличную разность 1); наконецъ, въ полученномъ числ 

ставять запятую сообразно характеристикЪ даннаго логариема. 

Для строгаго вывода этого правила повторимъ пъ общем ‘видф разсу 

ждешя, посредствомт которыхъ по логариему 2,59499 мы нашли оботвьт. 
ствующее число. лы 

'’ Положимь сначала, что у лавваго логариома характерастика есть 3 (+ 

какая-нибудь мантисса, не находящаяся въ таблицахъ}. Находимъ въ та, 

блицахъ мантиссу 21, меньшую данной мантиссы я ближайшую къ ней, вы. 

писываемъ соотвтствующее этой мантиссф ифлое четырехзначное число л 

и находимъ (вычитащемъ въ ум3) табличную разность 4 (стотыс.} межд) 

взятой мантиссой М и сяфлующей большей мантиесой (соотвЪтствующе? 

числу я -+- 1). Такимъ образомъ: . \ 

М ; 
3 — 10} = [08 ия ‚ 

‚ М-а | 
3-—- а = [ос (п -|- 1). 

Опредфлимь еще разность А (етотые.) межлу данной маптиесой и взятой 

пъ таблицах» мавтиссой ЛР и обозначимъ буквой # ту неизвестную дробь, 

которую надо ‘приложить къ числу и, чтобы логариемь ето увеличился на 
А стотысячныхъ. Тогда: | 

ь - М-- А 
от = Ра (® -—й). 

Пзъ написанныхъ 3-хъ равенствъ видно, что если логарномъ увеличи. 
вается на @ (стотыс.), то число увеличивается на 1; если же логариомт 
увеличивается на А (стотые.), то ниело увеличивается на й. 

На основании допущенной нами пропорщональности можемъ написать: 

ы т. 
в и 

4: А=1:1; ‘откуда: й = 

ЕЕ "ще. “ 1, ь 

1) Частное это достаточно вычислить съ точностгю до 1, хесатой, такъ Кикъ 

большая тозность все равно не достигается (ем, $ 813, а), 
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Сяфд. искомое число будеть: 

%-- В=а--5. 

А 
Остается обратить дробь а 3 десятичную, приписать ее къ цфлому 

числу п и, если характеристика ланнаго логариомз не 3. а какое-нибудь 
иное число, перенести запятую сообразно теоремаяжъ о характеристик. . 

` 313. Употреблеше пропорхональньюсь частей. 

Обращен!е й въ десятичную дробь можетъ быть выполнено при 

помощи Р. Р. Такъ, когда.й==3/., то при дфлен!и 5 на 12 

мы задаемея вопросомъ; на какое число дееятыхъ надо умно- 

жить 12, чтобы получить 5 или чиело, ближайшее къ 5? Это 

число десятыхъ мы найдемъ въ колонкЪ, надъ которою стоитъ 
число 12; отыекиваемъ въ ней съ правой стороны число, бли- 

жайшее къ 5; это будетъ 4,8. Слфва отъ 4.8 ‘стопть цыфра 4, 

Которая представатъ собою число десятыхъ долей. 

‚ Вычислеше всего удобнЪфе располагать” такъ: 

Логэриемъ. Число. 

3,59:99 о 
. 94... 3935 Я-= 15 

ЛЬ 4 
3.59499... с... 3935,4. 
2,59499......... 393 54 

, 

313, а. Предфль погр 5линости числа, найден. 
наго по данному логарие7лу. Предварительно замётимъ, что 

данный лога | @-ъ, по которому требуется отыскать псизвЪетное число, только 

въ исключительныхь случаяхъ ость зогарномъ точный; вообще же это есгь 
лотарномъ приближенный (и погр/шноеть сто можеть доходить до нфеколь- 

кихъ спотысячныхь долей, напр, тогда, когда этотъ логар"омъ получилея 

отъ сложешя н*®еколькихъ приближ: нныхъ логаргемовъ, или отъ ухноженя 

приближениаго логапиеха ва, цфлое число). Обозначимъ буквою ® то поло- 

жительное или отрицательчое чиело стотыеячныхъ долей, которое надо 

приложить къ данной приближенной мантиссв 14--25, чтобы получить 

точную мантиссу М-- А -- в. Допустимъ, что это число настолько невелико, 

что сумма АР о не превосходить табличной разности 4; тогда искомое 
число заключено межлу ® ип --1 и, сл$д., оно есть сумуа я -- 1, въ ко- 

торой я есть четырехзначное число, взятое изъ таблиць (мы предполагаемъ, 

что характеристика даннаго логариема есть 3} а слагаемое р представляеть 
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собою нфкоторую правильную дробь, которую требуется найти. Точны! 

логариемъ числа я-|-й мы можемъ выразить двояко: съ одной второнь 
это есть р 

Тов (и -- в) = + Е 

СЪ ‘другой стороны онъ равенъ: 

м-та -- 
1508 (® + 1) — + 103 Ка т, 

ГВ абе, величина, чибла 1 должна быть меньше 1], потому что, какъ чь 

видфли ($ 311, а), если возьмемъ за приближенный логариемъ числа я -!-} 

сумму 8+ т. ‚ То сдълаемъ погршность, абс. величина, которой меньци 

11 стотысячной. 
т образомъ, мы можемъ написать уравнение: 

Мао _., Ма +, 
гор 108 ^ РЕ 

изъ котораго ваходныъ: : 

Ао мт саб, р ь 

‘Гакова точная величина дроби №; поэтому. беря вмВето этой величины 

ее А . | 
приближене № =а’ найденное нами согласно правияу $ 312, мы цёлаеме 

ошибку: 

которая, очевидно, меньше дроби 

Чо | ы. №, 
ГИ 

ГВ | © | означаеть або. воличнну погрёшности даннаго логариема (или 
ея предзлъ), выраженную въ стотысячныхь доляхъ. 

ый \ 

Таковъ поедфль погрёшности приближеннаго числа и -- 2 › ВЪ котором 

дробь А:4 оставлена въ точномъ видж. Предфлъ этот превосходить 0,01, 
такъ ре очевидно: . “ 

19 |1 а ' 

4 =” 24’ 

& величина @ на всемь протяжеши пятизначныхь чаблиць меньше 45 и, 
са$л. 

1.1 
_ 3927562 в’ 
СА = ь 

Поэтому, обращая дробь а вЪ десятичную, безполезно находить цифру 

сотыхъ, & достаточно ограничиться цифрою десятыхъь, при чемъ ддя умень- 
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тевя отибуя дутше брать ближайшую цифру лесятыхъ, т.-е. увеличивал 

цифру лосятыхь на 1 всявЙ разъ, когла цифра сотыхъ была бы 5 ия 

боле. При отомъ, конечно, мы вводимъ еще ошибку въ ифеколько сотых 

(менылую однако 5 сотыхъ, т,-е. 1/5), такъ что предфль окончательно 
погршности найденнаго согласно правилу $ 312 числа можно предста 

ВИТЬ ТАКЪ: 

До | 13 ть. 
р ' 20 

Мы предполагали до сего времени, что характеристика даннаго хога 
рнема есть 3, и что». слВд., въ искомомъ десятичномъ числ запятая стой 
цоел% 4-Й цифры елЬва. Когда характеристика будетъь иная, то въ най 

денномъ выше чиел$ запятую придется перенести влво или вправо, т.-е 
раздфлить чиело или умножить его на нЪкоторую степень 10. При этом 

конечно, погршность результата, также т или умножится н 
ту же степень 10. р 

Ниже ($ 316, а и слЬд.) мы  призожимъ все сказанное къ иБкоторы» 
прихфрамъ, при чемъ увидимъ, что иногда приходится считаться еще ис 
другими неточностями, кромВ тЪхъ, о которыхъ мы говорили. . 

334. Пбиствя надъ логариемами съ отрица 
тельными харантеристиками. Сложен1е и вычитан! 
не представляютъ никакихъ затруднений, какъ это видно и. 
сЛБДующихъ примёровъ: . 

2.97346 383 
НР, 83027 ЕЕ 

0,80373 т, 

— 5,96807 — 4.57369 

389 7.07535 3,43154 

83 1.03842 — 0.00528 
9804 
8138 

Не представляетъ никакихъ затрудненй также и умноже 

не логариема на положительное число; напр., 

3.58376. 3,47356 
„ХУ _ Х34 

22,25354 — 189494 
142068 

16,10104 
— 68 
55 19104 
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В» послжднемь прим огдъльно умномена положительна: 
мантисса на 54, зат®ыь отрицательная зарактеристика на 34 
‚ Если шогариемъ съ отрипательной характеристикой и по. 
ложительной мантнссой умножается нз отрипательное число, т 
поступають двояко: или предварительно данный зогарнемт 
обращаютъ въ отрицательный, илн же умножають оТДЪлЬнс 

‚ мантиссу и характериствку, и результаты соеданяютъ Вы ВсТВ, 
напрамфрЪ: > | Е ов ь 

1) 3.56327. (—4) = 2.43618. (-—-4) == 9.74692; | 
2} 3,5327, (— 4) ==--12 —- 2,25308 =9,74692. 

’Пра дьлети могуть ипредетавиться два случая: 1) отрица- 
тезьная харлктеристика д”лится и 2) не дЪлатея на дВаитезя. 
Въ первомъ случаВ’ отдЬльно дЪфдять характеристику и ман- 
тиссу: | р 

10,37846:5 = 2.07569. 

`Во второмъ случа прибавляють къ характерастию столько 
отрипательныхъ единиц, чтобы образовавшееся’ число дЪли- 
лось на д®лителя; къ мантисс прибавляють столько же по- 

‚ яожитедьныхь единицъ? . ие | 

а 

_3$,76081:8 =(—84-5,76081): 8 ==Т,12010. 
Это преобравоваюе вадо совершать въ умЬ, чакъ что дй- 

стые располагается таяъ:` 

3,76081 : 8 =1,72010 или 876081 |3 
=== 

ее: 1.72010. 

315. ЗамЪ на вычьтазмьюсь погаунемовуъ слае 
гаемьиая. При рычислеви какого-нибудь сложнаго выра- 
‚женя помошью догарпемовъ, приходится нЪфкоторые логариемы 
склалывать, друме вычитать; въ такомъ случаф, при обыкяо- 
венновмъ с00с06% совершевя дЪйств!Й, ваходятъ отдвльно сумму 
слагаемыгь догариемовъ, потомъ сумму вычитатиыхь й изъ 

‚ первой суммы вычитаютъ вторую. Напр., если имфемъ: 

^Бовх = 3,3058 — 2.07106 | 
А. Кикедохь. Алгебра, 

3.54646 — 3.35890, 



=. №94 - 

зо обынвохевыев ижноллез АБЯстыА расцоложитя темы: 

3.13053 + 3.07406 Отто 
`354646 6.4580 бдзая 

Ко рии хо ее оо ль олени кн, 

:® 27704" `6,43298 < и 582. 

м 

‚Ееть одизяо —римощность а вВычизаН» вложещем 

Для этого достаточно воетупить таръ, какъ посумевугь, Бог 
°У отрицательнаго лотарнома хотят сдвхеть иаетвсеу Бозожи- 

чельной ($ 306), т.-е. достаточно" нрабавить” -- 1 въ отрида- 
зельной мЗтнеСВ и -^ 1 къ харантераотик$.. Захъ, | > 

Зи о ОТ Е 2 141-90 иен) 
о. == #--1- ых 9594. р 

очно = 8, 35890 а з. ВОО ыы $, 641 10. 

Отеюда выводиыь чаоь ‘иранин тео, чтобы вычаеть лагауиеегь, 

дветаточио прибавить другой логарчемъ, который соотамлиется изъ 
перваго танъ: характеристика усвличизается ив 1, м разультеть 65 

рется съ противоположным зненомь, в 26 цыфвы мачтисеы Вычи- 

таютея изъ 9, нов и чаравя значашей миры пора 
вычитается муъ 10, о О 

_Руководоауяоь отямь правильны, мовект рые Своваь: 

о т -ф 07406 ==, ава; — 8, зв = бра 

в азподоваль вычисвен4о [2 йе, ара "а: 

| "13058 
‚ 1,9254 
+ 8.54645 

$ 64110 
стае вл- 

ке в = о. 

Прим фры инчыолении, 
в/-- 

18. прожьеь, ь вызтвешечь = А.В . | .075 
воды д == 0.821573, В= = 0.486. ‘Сов а2=1: Зав. 



ве Ир 

Зсгарномяруень данное выражен: , 

[05 д зы 1 108 А --4 105 В—3 Тов 0-1 104 В, 
Теперь проиаводимъ вычислен!е обх в затвИЬ 2: 

Предварвосльныя вычислена. 

че г. я | В) | Е: 

3015... ое 4=8 | 18 0,04826 == 2.6Я359 
о - .:] ЖЖ В... == 8,13436 

0.821573. т 2791465 

$1.03 4..=> 1.97155 

Чеоле Хогеризиъ, х Чех. детериаиь. 

с} р 

‚ 51Т..... 8,70936 дэ 9 т $,86010 18 

И . 45 о. 
И, Е 

‚ 9,6051275....3. 710991 „ ее де: .30_, 

ЗфрЕ С. К. 12973 7,24633...... 0,56012 

—— 05 О. . = 6,87027 1108 0 ‚..=0,28671 

м. Час |- ар. ИН 
.. 

_ Овончательныя вычисленя 

Е ‚ Зогаржкы и, Чем 

| в д-=Т, 97155. 3,28947........ 4 == 23 
4108 В = 6.13436 на 1947. 

— Тор С == 6.87027 
— 18 0 == 1511320 ; 

———— у ‚ 8,28941......,.1941,5 

т: о и Бао... .......19,813 
4 2 з 1947, 5 

| е Е р. = ,473 

„Закачан. Пури `внчие и помолю догариемовт 

вакого-вибудь езожваго выражед!я оч"нь полезно, ради э50- 

и: жа времени и моста, пружде зфиь обрататься жъ таблИпамъЪ 

предварительно выписать въ валаешощечь перяли%, Во, Ч 

кожяо вацисать безъ ромоща Табдицъ. Жезая, вашр., вычЗислит! 
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выражеше, данное въ приведенномь выше прамфрв 1-мъ, ыь 
предварительно рыпасмваежмъ слрдуюшщее расподхожеше выч 
селений: 

об х == {105 4 -|-4 [05 В — З1юв С — "ое р. 

Предварительныя вычислешя. 

Число. ‚ Лотаревиъ, 
А) | 18) а 
В ен 3,..... = ое 0,04826 =, 
РНЕ : р. 4 ор В == 

Я 3 а оны 

0,521578.1.. а Т, 
1054 ...... 

С Чнсль. — ̀’ Дорарквыя. | | Б) лавы, датараляа. — , 

5127.......3,...., @ == 7246...... „Весь. = 
ны Ве и 

0,0051275...... А бен 
3105 0...... ° 7,24635.. 

—3 005 С..:... _ +06 0 :... 
о -——11ю20.... 

Окончательныя вычислены. 
Зоб А и -  Жотавиию. >” Чяве, 

4108 В-=....... нь 4= 
о ео | 
— 3 в О= . зона о Е 

0 ==..... т: —— —— 
ВОВ 2, ==.. .... 

316, =. Предълъь погр&шносты. Съачала надломо пре 
АВлъ погрЬшности числа д; = 1947,4, равный, какь мы вилбжи (5 313,а): 

| ® | а, ее 

еее, прелларитедьно вало найти. ни .-0. прадихь погриноста 
приближеннаго логарзема чис2а с; ихи-что всё рално—пралель погрФи. 
ности `приближеннаго догариеыа числа х (выраженный въ стотысячныхт 



холять). Хогарвемъ этоть (комъ въ иашемъ приифрЪ, такъ и въ больпан, 
ствЪ другахъ примфровь) получается оть свожошя нфсколькихь прибли’ 

женныхь слагавыыть: въ вапемъ вримврЪ хаждое изъ этихь слагаеныхт 

позучаотся сть умнововя праближеннаго хогариена ка точное чиелс 

{ЦВлое ила дробное, позожетельное иди отряцетельное). Поэтому мы прежде 

всего уясяижъь себЪ сл®дуюния 2 простыя истины пряближенныхь вычислений: 

1. За предълъ погрЬшнести сухвы прябляженныхь слагаоныхь можно примят! 

сушу збсолютиыхь полбчимъ пугрышмностей этихь слагаомыхь (ила ихъ продфловъ} 

Подожниъ, мапр., что а, В, с,... будуть приближепвыя слогаемыя, о ко 

торыхъ мы не зваок», узлть ли он СЪ избыткомь, или съ педостаткоиъ 

но извьфетво, что абсолютный величины погрешностей (вай ихъ предззовъ 

этихь салагоомыхь суть соотвЪтвтственно числа в, |, 1,... Тогда точных 

слагьемый должиы быту в та, 5 Ь с ,.., (тв знаки -- в -—— не нахо: 
дитса къ соотвЪтготви); сязл., приближенная сумма, а -|--6-|--с-|-... разнитс; 
оть точвой сушхы: (ана) - © - (с --... = (@--5--6+...)+ 

(Тазжретж...)} вы влгебраяческую сумыу а 12..., которая 
очеввдно, во больше эраометической суммы а +} -+т--...; ЗЕаЧять, 91 

посазднюю сунут мовно привять за прельть рогрппости НЯ 

суммы. вы 

0. За предфль легрфитости произведена а числа на точка 

жожне принять произведен:е абсолютной водячины погрЕшиости праближеннаго со. 

множителя (или ея предЪъла) ма абсолютную величину точнаго сомномителя. 

Такъ, пусть в есть приближоввое число, 206. величина погрёшностт 

котораго есть а, в » — какое-набуль точксе чиело (дВхое или хробное, поло. 

жвтелькое или отрицательное — все разно); тогха прибанженное произве 

ден ам разяатса оть точваго проязведеня (а + в) в == вп = вв на час 

2 ам, & это зиело не превосходить ОЗОН « ва абсолютную вехи: 

чину чисаа п. 
» Пользуясь этимв хвучя кстинвии и припяръ во вничане, что пред 
рогрышноетв хогьризна, взятаго вепосредственно изъ табзиць, есть 14 сто. 

тысячной (5 310,15), а зогаряема, найдевнаго вычислешемь, есть 1 сто. 

тысячная, мы нахоллиъ, что предфль погрыюности есть: 

въ 108 А... 1 ототыс. С Въ Тор 0... 1 ототые, 
въ 1), об 4... Иа стотыс. въ —3 106 С... 3 етотыс. 

въ 18 В... Ча стотыс, въ 1050... 1 стотые. .‘.’ 
ВЪ 4 Гор В... 2 р въ 1: №0вд..., 1-19 тот 

, ыы въ -—; 10 Д.., 85 ототыс. 

Для 1, Рокр (и, сил, лая — 1. Тов О) въ продвлу погрешности 13 мь 
хобавняр еще дробь 1), такъ какъ, дВая 108 Д == 0,86012 ва 3, мы въ чаот 

номъ округакли число стотысячныхь, взявЪ ближайшее пЪлое часло, и 
сяъл., сдълали еще ошибку, веньтую 1/, стотысячной. Ральше, находя пре 
двжь погрешноств въ 17, 108 А, Мы тожого добавяеня не сдлали, такл 

какъ 108 А = [91465 при двлонт вв 3 даеть ц®лое чисао стотысятлмхи 
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Теперь вокохихь предал погрфииностя Роу м (1, гр. аа юе,}: 

= +2 +3 +4 = 0% (етотыс.). 

Сул, пре погрешности чнода аи всьо 
1 4 | * В а + аи + 1.60466 . 

0 6 +35 “таво РР. 
Е: г , 86 

Ги и» — р ие ви 058... 504 

Тат ТАН те то прехздь вогрваиовтя въ а есть ОА. рвы 

Такикь образоъ Нзйлонное иамя Я & Прабанесйюов чноло 19,474 раз 
интея оть точнаго числа зен%о, ч3иъ из 0,004. Такъ какь мы но вавонь 
6ъ пелостаткомъ пзй съ избыткомь м выше прябдиачие, то коже 
ее ручалься зв то, чо. 

и и г в. ‚оби вит аа, 
г.’ ме ты 19418 > => мА а 

* потоиу, если положить: = 19,47. то було» с ел Вы 

зостаткомь, съ точаостью 16 во. 

814,0. пм ЗВ Я. Вычислить: . 

ви ет, ну о, за. . 

Такъ канъ. ‘отринахельных ‘зясза ие икзютЪ  зотьрвочовь 
то пра пазодимы ( ‘. 

В аня. 
по а ь: . 

ия =: 3 тов, я! Тот 

‚ Предвирительны вычнелени. 

р 3, 31 = = 6,3636}. ^^ 108 73 = =, 85733 _ 

3 1 у, 31 21 ‚09053 2" Е 72 =озтат 
‘ 

| _ бнончательный выаневеня. р 

Зогаривк, .. Часа. 

3 тов? 2,31'=1,09985 8.46230 
Тк ТОТ 7, 1.251.2..2599 5 
ре =146230 ь 78 :1::.1.0.3 9718. 

Тов т, не 7". $,36230 ....2899,3 
о. №7 546280 2..8, 93. 

|, = 239, 3 
| Г == 28,933 

=== 28,183. 
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Ире ль МЕТ Счм. Така кожу хотариемы тисмуь 9.1 
* 72 быруза незсорелотвермо. изъ чабЛиИЬ, Фо ми НТИ ка. 

ждАго иль язь воть ы отохысячной. оО, 

Средь обои 1 нь 31 Тов . ‚33 я — 
о 

' 

рохвь рагрилести в ‘ка Г — | 

р: эро В 
в са т = с. + +9 обла. Е 

ви г 

Тож нах ге я. ы те ыы полнит. въ ыы © ой ыы 

соть ры ге 9. 
__ НЕ ъы 

* „ Св о нЕ -: ` у #: у ", 
У 

‘зе о ыы ее — Е 7 тт, 

бллоиното, ̀ зоророемиронныы | Здесь. ремнит и. ‚какь 
гакъ нокъ вчавомт, вория Ся укил. Въ. блобныхь. слу 
аи ВычЕСаиоРЪ, ‚ фориузу, #6 чает. Сназаза | ВаЗОДНиУ 

=== 7/8, ВУтОиЬ го аа - ИЗ 3; датбу прости. сложенемь онрех+- 

Зчомь. мы, ы наховецу, Вычаезнену РУЗ ч-. А: , 

"108 =] Е Бо 8. | 155 У НВ 

| в ; 527 0,908 09 | ‘Бок’ 8 зкх ©) ‚47118 

ртов В бл | ыы 8 ==0, 11928 

стер, в о т ом ее Чнао, 

315082 ры ово ПН, 
` 8} она сль ̀ В яг 29 и: и 28..,..1816 й = 33. 

1. р р тя 6, 1: "т И о мать 
} 

| ь 

И 

к 
2..... 3,1. 

ыыы во иылнмнны |. 

8.18068 .....1515,7 | 
0.18082... ШБ № 

| ХМ, и 

3.11928... Нл: 
олзийн..... .3,3 3161 

о ь 5,3164. 

я Перыза, 5081). пе ок 28315 



Чех, Зотъуюеяу. ‚| Жарить ›о Заеле. 

2831,...3,45194 4==15 | 3,15069. 
8......120. | 46...44 = 31 

—2831.8...3.45206 |0 84.......0,8 
2,8318...0,45206 `°. 5 3,15062....- 14148 и 

+108 2,8318 ==0,15069 | 0,15062.....1,4148 
2, == 1414,8; | 2 = 1,4148. 

Предълъ погрФиности, Вычаежие и потрыт 
будем вести вЪ сл®лующей поолдовательностя, 

„1 Погрышность въ чисяв М (== 1,5157), 

Потрыши, въ 1 < стот _погрёти, въ ы БВ Ь р 06. 

{2 =. + а - их 005. =0097. . 

я з й а .., < 0,00008 

2 ог рышность въ числв №, (= 1,3161). 

Погублав, въ [093 < 1, етот. пр: въ 11 1083 < № етот, 

_`Погрьши. ВЪ ЧиСл 16 < — Г | Е м 56= м Вл р ео =0,088.., 

‚ Погруши. Въ чисхв 1,3181 и. о. 

Я , ‚ 3) Погрётость въ чисяв ММ (==2 2,8318); 
о. < 6,00009 + 00007 =0,00016 йе 

п, сы, в погрАинноеть въ чисаВ 2981,8 < 0,16. 
4) Погрвшность въ Ьор 2331,8 (п, сяЪд., въ Гор 2,8319). , . 
Эта погофивость, выраженная въ стотысязныхь долихъ, догжна бит 

меныше ($ 311, 8}: 

1 [91424-04-1=016054041=306 коты). 

5) Погрышвость въ & $ 108 2.8318: | 
. ̀ < ка 8=18..405 =188.. „<е стотыо.). 

 ПОгрЫ, въ часа 1615, т а 

: 

`В) отрбсноть въ часть ы = мы, 8: 

в : 8 г ,5 ри | /а +ъ= — 

‚7 Наконец», и вЪ Час1®. 2 ==1,4148 ^ 

< 0,0014. 
ба образомъ точная вазичина 2 завлючветоя: 

1,4148 -- ОТ 4 > в > 1 4148 — а 

иесиеое ное маю о | 

9-05 =02.. сом. 
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ГЛАВА Г 

Показательныя и логариемическя уравненя. 

. 317. Поназательными уравненями называются таня, въ поторых 

неизвфстное входить въ показателя степени, а логаризническияи 
тая, въ которыхь кеизафотнае входить подъ знаноиъ 108. . 
Такя ураввен!я могутъ быть разрышаемы только въ частных 

случаяхь, при чемъ приходится основываться на свойствахт 
логариемовъ и на томъ началЪ, что если числа равны, то равны 
в ихь логариены (когда основане не равно 1), в обратно: если 

логариеты равны, то равны и соотвфтствующия инъ числа. 

Прим Ъръ |. Рышить уравнее!ю: о 

Яогариемируемь 06% части уравнен1я: 

рае ое ЧЕ зыотово = 10. 

: | 2-3 
ПримЪръ 2, Рылить убавнен!е: (:) =5. 

у 

Голобно предыдущему находим: 

2) Шоу == 085; (2 22) {— 15 = == Е 5 : 

2-2 ты Ве те 

#5 
Такъ какъ = те то уравнен!е вевозможно про веще р} ; 

ственныхь значеняхъ #, 

Примъръ З. ШИТЬ уравнение: 0, 001 = 0,3. 

Погариомирна въ первый разт, получить: | 

108 0,3 ТТ? _ — 0.59286 . 
0068. ов = бит. 

Логариомируя еще разъ, найдемъ: 

=. 0,17429 1.24128 _—0,15872 
— Е 

Ма 6.30108 5.30103 

25\—= 

от 9,62... 
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а %, Рив „Уззтаеяте: в вле |, 

„Возожимь а’, получик кзадрьтное уроичене: ' 
ВОТи И оз ен 

са о 

> УВ я | 
у -- . = @, ОТБУДЫ й, == и у ум ==- У 

% . В х Е Е. ыы 

ок, | >. эк - и в = 1 и. м . 

С азь ЕАНВ р та я а а О 

отрипачедьных чнеха ве мыть ЕВ & нерво 
ве»: кони 

ито в. п ЧИ 2 
р 108 я 

У: ая раны о. 
Уранреве можно Ат так 

Прим в. Рин ураниехе: 

м ов о + 9, 1-я е+ 

В ралеветва лотарномерь закхючлезть о ревевстьв тасежь 

Г. , идее о - 

Это веть увахратное ‘уравнять, нее Которахо ‘ие пере 
таваяез ватруднетия. а 

Оримфрь 6. ых снетему: 

с == = 03, ро». -Е тоя зе 8 ро | 

Мене ураннено коне памфяать тажяыз: | 

7 Е мя ть. 5... 

Возвысаеь 250 ураанене” ‘вх  АДрать т "Вахття ‚въ ыы 

вторсе дАкНов, Полу им: : 

Тов об уро а" орз, ЭРК: о # 4 у ыы 04, 



— о 

Зкая суниу в разв ОЕрИемеят, дехзго а и 

самые дораразмы: аа а 

14 = ин (=) == Той а* ака, 

‘ 

Тв 9 == — Н тов 0% ка ТЕ [ {«)— :] 2 р 5"; ут а — 

`Тажъ хахъ даиныя трамнейхл скууетричиы отвоситехьно # 

и у, то вначене Для ж можеть быть привято ве аназене 

для у, я ‚наоборот такь 970 можне ‚ такие  Похоите 

у о", =, ве м нА 98, А .' 

° Прим р *. Вычислить выражено ло И: 

ромъ знакь Той оввачлетр десятичный догазяемь. 

Обокаачивъ искомое мигло черьть я, Фудемь пыфть: р 

== тоз-кеи ь #3}, Тов х= 1 — 255) Тов 10: = -- - оф = 

э= Ток 10 — 14065 же Го5 0; 22а #0 ке М = 7,5. о 

ое пни 

РДАВА У. 

СвОиНЫЕ ‚прошевты, гроЯныя уплаты я _ крочтые 

о моли" взвевы, О ОИ 

’З13. СОсиомиал зарача ва опонньте Е тьй 

Зь какфю сумму обратится взантать & рублев, олданный 

яъ ростъ во р словаыхъ `процелзояъ, ‚ ‚рес, : а 

(4 иЪхов числ)? | ри в 

ФГоворятъ, что вабнтахь стлавь по слинымь проиежтазть, веди 

пранямаютсй во ровьзню таКЪ Мазылаемые «проценты не 

преечты», №,-6. если причитающияся ва капитель пропентныя 

‘деньги ирасоедивяютея мъ ковц® кажхаго года КЪ вататаЛу 

для Нардешя вгь пропевтами въ схдующуе годы. | 

‚ Вавлый рубль хаюитала, отданнаго во р, въ почем 

оджохо года принесеть иребыхи р/0б рубля, ш елЪд. каждый 

рубль палитаяь чореяъ Г тодь . обратызся #ъ `1-}--р/100 рубли 
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(напр.»есля вапиталь отданъ по 5°/„, то каждый рубль ег“ 

черевъ годъ обратится въ 1-|- 5/100, т.-е, въ 1,05 рубля). Обо. 
вначивъ дла краткости дробь 2Р/100 одвою буквою, напр., г 

можемь сказать, чо щажхый рубль вапитала зерехь годъ обра. 

тится въ 1-7 рубач; сдВд., а рублей обратятся черевъ 1 годт 
въ а(1--г) руб. Еще Черезъ тодъ, т.-6. черезъ 2 года отт 

начала роста, кажзый рубль изъ этихь @ (1-7) руб. обратите; 

евива въ 1--7 руб.; значить, весь каниталь обратится в1 
в (1-|-7)? руб. Такимъ же образомъ вайдемъ, что черезь тре 

года капиталъ будеть а (1-[-г)*, черезъ 4 года —а (1 -|-г)*.. во 

обще черезъ # дБТЪ, если есть пЪ%лое число, онъ обратится в1 

в(1--г)' руб. Такямъ образомъ, обозначивъ черезъ А Оконч. 

тельный капиталь, будемъ имфть САУ Формулу 
спотныхть пооцентозт: .. 

и о тд» = 1] 

Г ариверт ра @==2300 руб., р=4, #=20 О, 

тда формула даетъ: о 

4 , "= 10004 д (1.04), 

Чтобы вычислить А, приизняемь хогартомы: 

15 А==Тоб 2300 +20 Тю 1,04 =3,36178--20. 0,01703 = 
‚=3,36173 —{- 0,34060 = 3, 70233. 

А == 5039 руб. 

Замфчаны. 1°. Бъ этоиъ примЁрь намъ пришлось То 
1,04 умвожеть на 20. Такъ какъ число 0,01703 есть прибли. 

зевное значене ТоЕ 1,04 съ точностью до 1 стотысячной доли, 

то произведен е этого числа ва 20 будетъь точно Тольно до 1 
20, т.-е. до 10 стохысячныхь == Е десятитысячной. Поэтому вт 

сумыВ 3,70233 мы не можемъ ручаться не только за цифру 

стотысячныхъ, но и за пыфру десятитысячныхь. Чтобы въ 

подобвыхъ случаяхь можно было получить обльшую точность, 

пучше для числа 1 -|-^ брать логариемы не 5-значные, & с 

`лышимъ числом пыфръ, напр., Т-вначные, Для этой или 
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мы ориводимь злвоь небоньшую табличку, въ которой выписаны 

7-значные логариозгы дхя нлибол%е употребитентпыхь зязченй р: 

| 

31 1,0325 -| 0,0138 901 
Е 1,035 0,0149 403 
8} 1,0375 | 00159 881 
4 1,04 | 0,9170 333. 
4: 1,0425 | 0,0180 761 
7 1,045 | 0,0191 163 
43 1,0475 | 0,0201 540 
5 1,05 0,0211 898°° 

29. Существуютъ особыя табхицы, въ которыхъ выпясаны 

значешя множителя (1-|- 7)’ лля разныхь т и &. Пользуясь т8- 

кими таблапами, уожно, конечно, обойтись безъ логариемовъ. ` 

’ 8:3. Случай, ногда ксремя пырашлется дроб- 

ны числога- пл ТЬ. Ели вреыл, из которое” отдень капи. ‹ 
таль, состозть взъ { позчать 26тЪ и още й лей. то морно сЕбяать 138 

предпожокон1а: 1) калаталь в нарастасть сложными процоятамя $2 856. 

время, ши 2) сложные проценты считертся только 88 ЦЗиое число тВТЪ, ^ 

ава & дней счеть прэбыля плеть из простые проценты. Первое вулеть 

иъето въ 1хЪ случаять, когла варастава, ве завнся отъ условй, пречя-, 

тытЪ человфкомь, ихеть пепрерызно по одному й ТОМУ &® зако {вапр., 

пра увакичерт съ теченемъ времени числемиост населения въ кзкой-НИ- 

буль стран%). Второе имфоть уЗото въ `банвовыхь опермияхъ, Легко у6%- 

диться, что въ порвомъ случа® замомъ нарвоталия вырязается тою зе фор- 

мухою [1], которую мы вывели для # цвлаго, Прелпотожимъ, въ самомъ 

ДВя%, что 22/4 ЛТЪ, и ДОПуСТаУъ, ‘что 1 рубщь череяь 1/4 честь гола ° 

обращается въ 1-- х руб. Тогль черезъ ч/» частой, т.-е. черезъ Е гогь, 

овъ обратится въ (1 -- 2)", в черезъ Р/, года — въ (1 -|- 2)Р. Но, по смыслу , 

зздечи, иыфеиъ: - 
_ афей=а 

Е, И ! 
откуда Пиф. 

+.-е. ._ | а = их}. ' 
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Длы олучяя, когла морааунию за часть гола разачитытаетоя мо про. 
#тымь ирошонуямь, иожно боставить другую Формулу тахниъ образом: 
нерезъ { позныхь льть кацитань, параствя сложвымя процентами, обри. 
хотя въ в (\ то руб въ д лей изжзый рубль прикесить, ечетая иро- 
сгые аршвытм. 55 руб. проповтныхь, ‚декыь Цтожь ира комморчесжихь 

‘расчищьь считауои ъъ 300 хней); казитый рубль нь #(1-5 7) рублей 

сбратитея через & дней в> р р5б. пот сиричалючьный копи. 
Е ее, у ре. 

| ани + 5 +5) и: 
о. запр., о =: 2300, 25, 110 и & 36, то пайлнмь: | 

Аае ВЮ (О 3006), | ь 
Бра ВЕ 2380 + 16 1к 1.05 + 1008 вы БОИ, 

| | 4 = 318505. 
© 

521. По ракньттиь трезеь ить чисел Дары 
опредьлить четтертов. Форкуда {6 < 318} принзиима 
# къ рпеню танихь залачь, въ когорыкь неизнъотно иди а, 

‚ нда т, иди $ при ея пАНЫтЬ чистаху, Тазъ, аль ея на- 
‘водимы: ^ | 

для опредьдевя вачальнаго каматааы д га 
ь р 

- (ЕР 
я хх. ь ‚Бора ая 6 4 — #108 (1 "у 

дя а процазча: + г =у* 7. 

м сад, р ща оу мвА— Торо). 

, _ Вычнсмевь па отбила #. +», ма дам ох комль =, в и 
а ЗатЬмь м р. о ыы ‘ # 

’. Для опредьденя времени. 55 емь ны фчь: 

Ни Я =: 1.064 ЕНжачь, 

о Аа, а | за)“ 
Пря рменч зедачъ по формул» |2] ($ 319) могуть прахотявиться як. 

ы жолорый затруляятя, Тан, дял обрезфлешя продеяте эта формуда заетъ 
ураомеы а (41-8 отысожлеаьяо г, козоров мосбще ме разр 
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ЩкетЕВ влешоатотяо. Въ эзоть ошучЬВ БЕЖЕО. здетезьотааратьла прибзт- 

женяымъ увшонемь, которое натслять солрлующичъ озразонь. Назузчигь 

для г ороязьсаьиое чноло, мычасляють мо форму [2] кавиталь А; вали 

яабневисе зиачене окоделся меяфо рома, то, занятивь, что @ь Теа» 

чеваиь г узохичизастоя и „4, дают зим @ крутоэ проязаогьвае зав, 

большее прожняго, н епопа вычиситють 4; води в змачене окажется 

взе-таки меныма дочнако, то еще упюличавицуть г. Посхв пбоводькихь вх. 

вытазй вахолять дла т тзхое чисно, пра которемь вычисзазние кизчеще д. 

булеть вельна‘ияло отличаться оть данлаго. . Е и 

Затрухнаю юролотарлазуом также В тоГро, когда БО форму опре | 

дЪанетсх врекя, потому что РЪ втокъ случяз цолученоя одно угавнеще © 

двумя непзвотлыми ви К Рэтрудвек.е иго обхозать, вокьурясь свачьла 

бороулой И] дя вычеслова ядлаго чита иАть, В позлыь-=-формуцой 9] да 

иочлевелд &. т 

‚Задача, Вь какое нрсма водо отдоть храмы вх 6000 рублей по. 

& слюжныхь процонтомы 5004 ичЪото мо позучать 60530 рубле? 

Мы не знаамъ, будоть дя докожоо чисзо 60208 ит хробае?, Прамещо- 

жечь, что оно будеть пфлов, Въ тазамь слух кодовых ПОбПоваляться 

форитлоЯ (1) В 318» вогорад жаеть: и у“ К? 

Ги ``. 9000 ве ВОДО, Бла ба ЗО, 

слизь, зотераезируа, изб арна: И -. 

РИ В $ В и ыы за... 

Тор 598 0.422531 , 283 

Зизчить, кельи ирезповоанать, 50 $ ель часхо ИЖЬХ, в ВОЗОЧу, ОМ 

томыыу въ задач® подпазуцвосяися усхожт, 970 20 ЗАОЗЬ БОЛ НаляотЗЕа 

ваоть во захойу пробрыяь продентогь, мы ме’ иыфень приза пользоваться 

‚ фориулой 1]. Но вв трудво поить, что дянхоалай ка уг Форитвы рэ- 

‚ зужьтить назёрешь тозьЕо отиосатодьно чзоти гое, & 80 вЪаюго Числа 2%ть. 

‚ Така» оброзомъ, мм мощень 2ъ Фориуз® [7] $ 819) къ иаето & позаенть 

пайлениое чичео $, нося® чёто получи о ' ие 

м в о $ ке | 
Уи Е ре, мы дд к ЮЛЯ (: = ^55 ] _ Бам $2 в.20% (. + ГИ 

,‹ 

= 

1 
: | -`. в.в | 

м ( 1+ -= } = Ув 5-х 5-— $ 100. 1,08 = ВОР. 

оз. 
во ыы назолыны 1 и ТОРЫ; очи 22 45. 

”. Саба, важные ремни зеть 3 тех 5 дней. | 

371. Сочовыля сзрача ка срочный уолатьь НИ. 

`’ ЕТО занял @ рублей 50 92° съ уезомемъ погасить долхъ, вм 5 

ств съ врячитоющиминся #» 3% ирощентаны, ВЪ $ эВть, внаем 



въ коиц каждаго года одну и ту же у Каколл должна 

бытт, пта сумма? 

Сумиа 2, вносимая ежетодно при’ такихъь условить, назы- 

вается срочною уплатою. Обозначимь опять бунвою г ежегодныя 
процонтныя деньги съ 1 рубля, т.-е. число 2/00. Тогда въ 
концу 1-го года додгъ а воврастеть до а(1--7), а ва упла- 

тою х рублей онъ сл®лается а(1--г)—х. Къ концу 2-го года 

каждый рубль этой суммы снова обратится въ 1-|-х рублей, и 

иотому долгь будетъ [4(1 г) — 2] (1--›)=2(1--,)*— (1+), 

А за уплатою х рублей окажется: в(1-{-7)* — (1 -{- г) —=. Та- 
Бимъ же образомъ убфдимся, что къ концу 3-го года долгъ 

будеть а(1--х)* — 2(1-- г) — х(1 т —хи оо ЩЕ къ БОНЦУ 
го года онъ окажотел: 

_ в(14-»-— = а--— а, — 21-1 г)—х 

иди аи На-На нана. 
Многочлен, стоячий внутрт скобокъ [], предотавляеть 

сумму членовъ геометрической прогресфи, у которой первый 

членъ есть 1, послБде! (1-7), а знамеватель (1-7). По 

формул для сумиы членовъ гоометрической ппогресейй (8 285) 

находимъ: 
лы М 

4—1 (1 Е ")—1 __ т 

|: величина долга шослВ {-0й уплаты будогь. и 

а-я) — Е 

+ условю Задачи, доагь ВЪ к #10 ГОДА ‘додженъ рав- 

няться 0; поэтому . 
$ $ 

а ани, откуда‘ х== АО. ‚ 0 ия 
. При вычиелев этой. кормулы а ааа 

помощью логаряемовь мы должны. сначала найти вепомога. 

тельное число №=(1-- 7). по логариему: ов М == ш&(1-*”); 

найдя М, вычтемь изъ него 1; тогда получимъ знаменателя 

формулы для х, послВ чего вторичнымъ логариемирова ем 

пайдемъ: | 
ие а а №106" — 11% (9—1). 
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322. По данный и изъ чиселты ха лиг 
опредълить четвептсе, Та же формула можеть ‘служить 

д2я рвштенля и тзкихъ залачъ, въ которытъ извфстна срочная 

уплата, а отысквизетоя или ‘занятая сумма, или время, иди 

величина ры Изъ нед наХоДиит: | 

| =[1-- г) В 
. д опрод В а бт 

. и ы | о 7) 

ая Ааа времени: (1 Е ; } ыы а 

а м 5 = ев) 

рр | Пока 
Въ повзбднемъ случаз валача окажется вевозможною, если 

г < а”, тауъ какъ отрипательныя числа не имЪютъ логариемовъ, 

1.05 0 == — 00 (елФл., #{=--00); вевовможность задачи вилна 
и а рмог, такъ какъ ‘произведене с’ означаеть ежегодвый 

пропентныя деньги, а если срочная уплата меньше процеят- 

выхъ денегь или равБа иыт, то, конечно, ‘додгь не можеть 

эыть погашеячъ ви ВЪ хэхое число лЪтъ. Залача также невов- 

можна, если для $ получается дробное число: заключающееся 

Бъ этоиъ дройномт чисдё иЪлое числе п означаетъ, что я ероч- 

ными уплатами долгь ве покрываетея вполив, а в-- 1 упла- 

тами онъ покрывается съ избыткомь. =, 

Когда неизвфетна величина процента, мы получаомъ уравне- 

в!е степени ({-- 1-й, которое элементарно кошетъ быть р%- 

шено Фолько приблизительно, посредствомъ ‘подстановки въ фор- 

иулу 1] ва мъето 7 произвольныхъ чиселъ до т®хъЪ поръ, пока 

ле получится для х часла, близкаго КЪ заданному. 

323. Основная задача ма срочные взносы 
Нъкто вносить въ бапкъ въ началь каждаго года одну и ‘ту 

же сумму с`руб. Опрелёлить, какой капиталъ образуется изъ 

этвхъ вввосовъ по прошествии # вт, эсла бавкъ платить во р 

слОЖНыТЬ процевтовъ. 

* Обозначивъ черезъ т ‘ежагодныя прадеятныя деньги ̀ съ 1 а | 

т.-8 РЛоб. раасуждаемъ тачъ; въ концу 1-го года капиталь бу- 

детъ а(1--7); въ ‘`назахВ 2-го года кЪ этой сужыв прозВится 

А. Киселем». Алгебза.` 
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® руб; ачачить, въ вто время копитать окажется с(1 -- 7) | а. 

‚Къ вонцу ‘2-го гола ояъ будеть а(1 -|-7)* (1 -{-т); въ начал 
3-го года сисва вносатся а руб.; ввачить, въ вто время яаой. 
таль будеть в(1 г а1--#) <; яъ концу 8-то года оЕъ 05% 
жжется а(1 -- ")*-|- а(1--- "Е (1 --7), Продолжая эти равсувде> 
ва дало, ар» $70 5Ъ и и года ан м 4 

Будет о. и ь 

А-а 4) ее. на и. ве «а-9 = 

По жа 
1 а —1 И —1 

т а 
, Такова `рараяу пы орочиыхь панов, ̀ дВлаемьскь 
#ъ начат кидаем года. о. 

” Ту же форнулу кожно получить и ТЗЕНМ. а, 

Первый взносъ въ‘’а рублей, находясь въ бзяхф $ дать, обра 

титея, согласно‘ фоумулВ сложвыхъ проценторъ (3 31$), въ 

а(1-- тг) руб. Второй вавосъ, изкодясь въ баякВ едиймъ голомъ 
мень, т.-е. #-—1. ХЪтЪ, обратится мъ в{1 -- 7)? руб, Подобно 

этому трей взвесь рдастъь а(1--7)7* в т. д. в, пакояоцъ, 
поелбда!й взчосъ, находясь въ бенаЪ только 1 уодъ, сбратится 

въ. а(1-+ 7} 276. Зяачить, окозчательвый запяталь 4 руд. 
будехъ: ) Я ь я у А . р 

д «+ т + +7 4 ++. ат 

‚что, поел8 упрощеня, даетъ навдениую зытие форму, 

„Пря вычисления помощью логариемовъ этой ‘формулы вало 
поступить такъ же, накь и орн вычаелени Формулы срочныхь 
упдатъь, х,-е. свачала НЕЙТЯ 5нсдо № == (1 + до го догариему: 

Тов М==1 Е --я), затьнъ чесло и—1 в т хогда дога 
ревиировать Формулу: . : уе г й ыы хи" \ 

С Е А Ток р _ Е а +э- ги (и 3). — -ы х 

‚Зам В чант я. 15: Есдя бы срочный ванось въ а тб. рро- 
изводалея не въ началВ, & Бъ конц каждаго года (кавъ, напр., 

вносится ‚срочвая плата 2 для погьмеюн дошга, 8 321), 1%, 
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равсужтая подобяо предыдущему, майлемь, что ит, кониу 2-79 

года яскомый капиталъ 4’ руб. булетъ (считая въ томъ числ} 

и послфди!Й рэносъ а руб., не приносяний процевтовъ}: 

А’ =а(1-- г) 4 (1-52 --...--аа т) а, ° 

| а 
с < 

что равяе 

т.-в, А’ сказывается въ (1-7) разъ мев%е А, что ч вадо был 

ожидать, тахъ какъ каждый рубль капетала А’ лежить въ банк} 
тодомъ меньше, чфуъ соотвфтетвуюнЦй рубль капитала А. 

52°. Существують ^ особыя табдяды, зъ которытъ вышисазь 

значения множитетей: 

а о. 
(+7 
0©23ъ) для р иё. 

о в т ‘а срочи, а ия-———- ‘для ероч. ввно 



ОТДЪЛЪ %. 

Соединеня, биномъ Ньютона и непре- 
| рывныя дроби. 

, 

ГЛАВА Г. 

Соединенф$ я, 

324. Опредвлене. Различных труппы, соохавленныя 

изъ данныхъ предыотовъ и отличаюцяся одна отъ другой или 
порядкомъ этимь проедметовъ, или самими предыетамл, назы- 

ваются соединенями. Предыеты, входящ{е въЪ соединешя, на8. 

элементами и обозначаются буквами а, В, с, 4... 

— Создивеня могуть быть трехъ родовъ: разизшеня (агтааио- 

1120{$), перестановки (реголийа 01$) и сочетан!я (сом шасотз). 

Раземотримъ ихъ отдфльно. . р 

325. Раза В щения. Размщемями изъ данныхъ л элемен- 
товъ пов (2<1) называются таня соединен, изъ ноторыхъ каждое 
содержить п элементовъ, взятыхь изъ данныхь и? элементовъ, и но- 
торыя отличаются одно отъ другого или порядномъ эленентовъ, или. 
‘самыми элементами. й Ё 

Напр.,. сдёдующия среданиаЕ представляютъ собою разы. 
женя изъ 4 элементовъ а, $, в, 4 по .2: 

@5, ае, аа, Фе, Фа, са, 

фа, са, аа, в, 4, 4е.. 

Изъ вихтъ н%Фкоторыя, напр., а6 п Фа, отлачаются только 

порядкомъ элемснтовъ, а друг, какь 2 и ас, отличмотся 

. элементами. 



Разыфщен1я изъ данныхь т олементовъ могуть быть по т 
10.2, по 3..., и, наконецъ, по м. 

Иногда бываеть нужно знать число всевовможныхъ разм*- 

шешй изъ т элементовъ но т, не составлял самихъ размЪще-` 

в\й. Усзовныея 9т0 число обозначать такъ: А” (вдъеь А есть 
начальная буква слова агтарветеви). Чтобы найти это число, 

равемотримъ вфемъ, посредетвомъ котораго можно составлять 

всевозможныл разиьщевня. , 
Пусть намъ дано т элементовъ: а, 0, с,... &, 2. Сначала 

составимъ изъ нихъ всЪ разы5щеня по одному. Ихъ будетъ, 

очевидно, 11. Значить: 41==т, Теперь соетавимъ всЪ разм- 

щешл по 2, Для этого къ каждому пзъ размьшен! по одному 

будомь приставлять поелфдовательно всВ оставицесл элементы 
до одному: 

а5, ас, а@,... ай, @ (т—1 разм.) 
фа, т 64... №, М (т—1 разм.) 

е 1а, 6, не @—1 и 

Такъ, Еъ элементу а’приставимъ поелфдовательно остав- 
пНеся элементы; 5, с, 4,.,.Ё, }) къ элементу $ приставимь по- 
слтБдовательно оставиеся элементы: а, с, 0,...в, [, ит. д. Такъ 
какъ вебхъ олемевтовъ и, то каждому размЫцению по 1 эле- 

менту соотвётетвуетъь ж — 1 оставшихея элементовъ, и потому 
изъ каждаго размЬщешя по одному олементу мы получимъ, 
т— 1 разибшщевй, по 2 элемента, а всего ихъ будетъ ж(т - 1). 
Очевидво, что друтихЪ размщешА по 2 элемента быть не мо- 

жетъ, Такямъ образомъ: | 

А? —=т(т — 1). 

Чтобы составить теперь равифщеня по 3, беремъ каждое 

нзъ развмщенй по 2 и праставаяемъ къ везгу послфдовательно 

по Одному РОВ т—- 2 оставтихея элемента, Тогда Ви 
ел$дуюпия соединоня: 

абс, а54,... аб, 81 (т-— 2 разм.) 

авф, ас@,... аеЁ, а (т-—2 разм.) 
оф ое чью ов ао 

Та, №... ... (в-2 разм.) 
пит — |} 
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‚ Такъ какъ число размфщейЙ по 2 равно т — 1) и им 

каждаго рэзмфщешя по 2 получаетея т— 3 размьщены по 8, 
то вефкь такихъ разм щен окажется т(т — 1) (т— 2). 

Заковъ этотъ обладаеть общностью, такъ какъ процессл 

перехода оть разиьишен:й Изь’ ть влементовь по р къ разм В. 

шеннуъ ‘изъ № азементовъ но Р-- 1 — чдинь в Тогь ве дай 

вснкоё величины р. : т. 

Зам таль это, можем писать вообще: Е 

рати. Дт ет 
`Тавова' м размфщен у ее ‚ НОжЖВО. Выравите 

такы число всевозможныхь разм щенй изь м элешентовь по № 

равно произведению и песльдоватгельныхъь цЬлыхь чисель, изъ йо. 

тбрыхъ бдльшее есть м, Такимъ образомьы ге 

д! —4. 3=12, А =4. 3. 2=24 44 =8. 7.6.5 = 1680, ит. в 

Ра 

‘Задачи. г. Въ класс® 10 учебныхь предметовъ в 5 раз 

‚выхь уроковъ въ день. способами могуть быть рас: 

‘ пред®лены урока Въ деяь?. 

- Воевозможныя распредьлен!я уроковъ въ день ‘представляют 

собою, очевидно, всевозможныя разифщен!я изъ 19 элементовт 

по 5; позтому воЪхъ способовъ распредфлен!я будетъ: 

4 =10.9.8.1.6 = 30340. : 

2. Сколько можн® образовать пфлыть чисель, `АЗЪ КОтб. 

рыхъ каждое ВАЗ . тремя различными ввачащиия 

цифраии? ° К 

‚ Искомое число представляеть собою число разыбщенй изт 

9 звачащихъ цифръ по 8; слЪд., ово равно 9.8.7 == 504. 

‚ 3°. Сколько можно образовать цфлыхъ чиселъ, изъ кото- 
‘рыхъ каждое выражалось бы тремя различными пяфрами? 

Изъ 10 пифръь можно составить разуфщевнй по три’ 
`10.9.8 = 720; но изъ этого числа нахо исключить чиело тфхт 

размфтеш по тря, которыя изчаваютея съ цафры 0; такихт 

`размьщея! будеть столько, сколько можно составить разы. 

щен! во 2 изъ 9 вначащикъ пифръ,.т.-е, 9.8 = 72; сафдоца. 

’ЖелЪНо. ЕСБоМО@ ЧПеЛО === 720 —— 72 == 648, 
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25. ОЕ ааа изъ Данных и’ але 

нентевъ нах таня сосдниеня, изъ воторыхь каждое содержить веб 

т элементовъь и которыя отличаются одне отъ другого тольно порал- 

номъ ихь, Напр., перестабовки изъ трехъ элемеятовь а, бис 

будуть така соодинев!а: аёе, абБ, Вас, Ффеа, саб, сфа,.. 

Изъ этого опредвленя видно, что перестановки изь т Е 

ментовъ суть разуфиценя изъ ям элементовъ по #7 

Число воовезможеыхь перестановокъ изъ #и влементовъ 050 

мачается Р. (в5%сь Р ость БачалЛЬьная буква. слона регтли‘а ют), 

Тазь какъ Ри-= А”, то _ формула. ‘перестанованъ веть. сх? 
ушах: т 

Р. И 2.1:=1.2. з. ав 

„в, Зкела Бесси ревостьиозонь язъ м элапонтозь ‘равна 

тромзведеные котуральнькь чисаль съ 1 дб м1). 

Закачки. 19. Сколько лезатизначаытъь чисеть можня на. 
исать девятью разными зазеащиия дяфрами? 

+ Бекомов число веть Р, ==1.2.3.4.5.6.7.8. == 362880.) 
‚ 2°, Скольками снособаым можно разметить 12 аиць за ата 

окз, из котеромъ поетавдеро 12 приборовъ 

Число ‘пос зобовт >= 1. 3. 3. с та ОГО 
' ‘я 

327. Сочетани. чата ии изъ Данныхь и злеззятовъ 
20 я (л<м)} наз. тан езелинеюя, изъ котерыхь нлждое содерщить 

в здементоеъ, взятыхь изъ данныхь т элементозь, и ноторыя етли- 

чаются одно сть другого во краЁней ыЪрьЬ однихъ элемантевъ. 

Нацр., иеъ 4 эдемеятовь в, &, си а сочсхавя по 3 будуты 

бе, оЁЯ; ак, Ве. 

‚ 1) Нроизвелощо изтуральныхь чисерь отъ 1 до т зуточитозьно (ово на. 

„фавторньль“) обозначьется иногха созрещовно текъ: вИ Числелная воличииа 

этого ироилвехешя ростеть чрезвычьйно быстро съ возрастаюмиъ т; такъ, при 

% =: 10 это промзвохове дветъ 36285.0, пре #3 же 100 059 вырузвется чисарит, 

пребтимныь 128 сафрь дая своего изображена. ' 
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Сочетая въ т элементовъ могуть быть: по 1, по 9, по 8.” 
и, накопецъ, по № (въ воствдоемъ случав получается толи 

одно ‘сочетан!е). : 

Изъ опредфлен1я видно, что сочетаня представаяютъ собон 

ТВ разыЪщеня, которыя отличаются одно отъ другого элемец- 

тами. Это обстоятельство позводнетъ вайти число воьхъ сочи. 

танй изъ т заем. по п, обозвачаемое С" {ЗАВСЬ °С есть на. 

чальная буква слова сошЬ11а15$00). Въ самомъ ДлВ, если, 

найдя вс сочетаня изъ т элем. по и, мы сдфлаемъ въ каждом 

изь нихъ всевозможныя перестановки, то получямъ веб равы- 

\пея1я изъ т эдем. но п. Напр., сдБазвъ въ каждомъ изъ на- 

пясавныхъ выше сочетанй веевозможныхя перестановки, полу- 

чимъ всевозможныя размБщешя изъ 4 элемеатовъ по $; 

абс | аа | ва |6&@ — Дъйствительно, во-первых, зтй соединения 

ась| ааЪ | а4с!64е ̀  суть разлачныя размБщен1а, такъ какъ они 
фас | баа сад | 54 отлячаются одно оть друтого или порядком 

Вса | 64а | с4а 1 с46 . элементовъ, ила самими злементами; во-вто- 

саб | 4аб | дас Че рыхъ, въ этахъ соединетяхъ должны встрб- 
фа | а: | бед | в. татьса воВ равмфщевя изъ 4 элементовь 

цо $, такъ какъ если бы могло ‘быть разыбщене, не ветр%- 

пающееся въ получеаныхъ соединстяхкь, То опо отличалось бы 

оть вихъ или порядкомъ, или злементами; если ‚порядковгь, то 

это значило бы, что мы не сдБлали всевозможныхь перестано- 

вок; если элементами, то это значило о бы, что мы Ее сдблали 

всевозможныхъ сочетан!й. ° .. } . 

Изъ этого слВдуетъ, что число воВхЪъ разыБщенй изъ ле элем. 

по я равно числу вебхъ сочетайй изъ т элем. по в, унвожен- 

ному на чнело всёхъ нерзэставовокъ, ваз можно сдфлать изъ 

» элементовъ; другамп словами; 

Аз = С.Р, 

Отеда рода <вдующую Формулу сочетанй: 

А тт. т-— (#1) | И 
ПО — 1.2,3...в (1) 

. . 
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Задачи, 1°. Изъ 10 вандидатовъ на одну и ту же долю 

вость должны быть выбравы трое. Сколько можетъ быть раз. 

ныхъ случаевъ? , 
Искомов число, очевидно, представляеть число всевозмох 

выхъ сочеташй изъ 10 олементовъ по 3, т.-е. 

_ 10.9.8 
3 —— = 

би ое. р 

г”. _Сиолькимн способами можно ао 13 карть изъ ко: 
лолы въ 62 нарты? 

Искомое число Ст собой число сочетая изъ 5: 

по 13, хе. : ы 

_ 52.51 — 50...40 

328. Другой видъ фФобвмуль: сочетан Я. Фор. 
МУЛЬ сочегашй можно дать иной видъ, если умножимь чиели. 

тела и знаменателл ея па провзведене: 1.2.3... (т— п); тогде 

зъ чиелителЬ получимъ. произведене натуральныхь часелт 

оть 1 до т, а въ знаменатель — произведеню натуральныхт 

‘цисель оть 1 до п, умноженное на произведете натураль- 

выхъ ччсеть отъ } до м— т. ие .) 
‚у 

1.2.3. т— Пя | | : ТН == ‚в __ 

С 1.5.3...1. УЕ а. тя - РыРь. (2) 

329. Села сочетамй. Замвиял въ формул (2) 
в ва ж— я, получаемъ: 

` 

1.2.3... т— Юм Р С"—= РИ АЕ И 2 

1. 1.5.8... (т. .(т— п). 1.2.3...в ии Рь" 

Сравнивая эту формуду со (2), находимь: С” == О"-®, т.е. 
число сочетанй изъ т элэментовъ по я равие числу сочетанй изъ 

т элетентовъ по ж-— я, , | 
Къ этому выводу приводять и такое простое разсуждеше: 

‚ если изъ т элементовъ отберемь ваще-нибудь п, чтобы соста- 

ВИТЬ изъ нихь ‘одпо сочетан, то совокупность оставгчихоя 
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элементов состоветъ одно сочетаме изъ, * — и озементову, 

‘’Таквыъ обрязомъ, каждому сочетатю, состоящему изъ я вле- 

ментовь, соотафтетвуетъ одно сочеташе изъ ж — я олементовъ, 
в ваюбороть; отсюда слФлуеть, что. Сите Си, ыы 

Выведонное соотвошене’ позволяеть упростить. нахождение: 
числа сочеташй изъ т влементоръ ло я, вогда я превосхо-’ 

дить $ "4. _Напрамуы: 
#00.. 03.98 
13 —Театаа, КА = вы 

ГЛАВ А п. 

‚ Бижомъ. Ныютена, _ 

3368. Прецтярительноа вам чин Зь этой таав 
‚мы стевимъ ифлью Бреобразовать счеюекь биноиз (а -р-5)°, къ 

которой показатель‘ "п есть числе 1406 Ш положительное, ° 
въ многочлееъ, расположенный 00 сузевямь букв ав ё 

{частные случая такого преобразован я мы пыли рана иъ фор 

музахь: (© 5) = 01-206 --Ь в (2-5) а" |-За 5 За), 
Для втого предкаритезьно вайдемгъ пролзведене ж биномовъ: 
ха, т х-{-6,.., въ которыхъ первые  чаены одинаковы: 
(мы вть обозвачимъ букьою =), а вторые члены развые: 

в, Ъ, е... и т. д. Найдя тахов нроиввехеню, ны ватБиъ пред- 

‹ подожимъ, что и вторые члевы одинаковы, т.е. ебет. 

331.. Произведен банемоь, стяичяюзщихся 

тольно иторыми членами. Обыкиовениымь, НА 

веыъ вадодимь: ‘` и 

и) = ео 
феста ао 
вк -- (2-0) 2’ афх - сх* -- (ве -- Вох -р або сы › 
И 

Подобно втому НАЙЛЕИЪЕ и И ОТ 
к ро № 

«а а-+0 а. и. 

‚(о ас --о4--ве--9-Нси} а" -- (фе-р-абч-{ пед -- 604) г-|- вод. 

х 
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‚ Разематризая` получавийяся проивведезя, . занфчзень, что 

всь они составлены по одному и тому же закову, а пививо. 

Произведен представаяеть мвогочлевъ, роны по 

убывающимъ степенямъ буквы х, Е 

Показатель перваго члева равелъ чиелу перемножаекытт 

биномевъ; показатели при х въ сл®дующихь членвакъ посте 

пенне убываютъ на 1; песлёдя! ялевъ де содержить =, | 

Коеффищечть 1-го чхена есть 1; коэффитенть 2-то чхена 
есть сумы воъхъ вторыкъ членовъ перомнойземыхъ бавомовъ, 

коэффащеять 8-го члена есть сумма произвеленй вторых 

члзеновъ, взятыхт, по Два; коэффитевть 4-го члена вехъ суми 

прояэрелен!й вторыкъ члововъ, ваятыхЪ по три. 

Посозды эденъ есть произведене всёхъ вторых» члевовт, 

Доньдемтъ, что этоть вакояъ принбвииъ аъ произведению ка. 

кого угодно числа бвзомевъ, Для этого предварительно убв 

диисн, что если ожь нзревь для проивнеденя т биномовы 

=. +996 4-е). {= 8, 

то будет ифреяъ и рля проивееденя т +1 бивимот 

е-+-е-+ые-+о..е+18 {=+)._ 

Итакт, лопустимъ, что кбрио слёдующее равенство: 

О-о-о а 
тЕЪ 8 означаеть сумму’ веЪгь вторых членовъ, 5, —- сук 

произведен 580 вех. втерыкь ЗленовъЪ, взитыхъ' во. два, 

8$, —суиху произведенай ‘изо вефуъ вторыяъ членовъ, ‘ваятых 

но три, в т, д; наконепъ, 8/ есть р вомть вторых 

членовъ, о 

У ыножинъ 06% язста Вто. рававства ва бин а. 

найдем: 

нае оснуяз@т-ьй Ч, |. ыы а 
С о и а С ла а а а аа вы 

=: 24 “-($, +95, +15, =". ЕЯ» 15 ит 415». 

* Разсматриная' это новое грокз оведениа, убыкдаечся, что оло 

подчиняетея такому же закову, какой мы предроложали вр’ 

вымъ для т бакомснъ, Дъйстевтельно: во 41-къ, этому заноР] 
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‚олбдують мокаяатели буквы 5; во-2-хъ, коэффишеть 2-го члена 

$, ? представляеть сумму воЪхь вторыхъ чдоновъ перемко* 

жаемыхъ биномовЪъ, вхлючая сюда и Ё коэффишенть 8-го члены 

№, --18, есть сумма парныхъ произведевй вефхъ вторыхЪъ 9л0- 

‚новъ, ьключая сюда и 1 ит. д.; наконецъ, $, езть произве“ 

деве всЪгъ втерыхъ членов: а, 6, с...А, $, 

Мы вышо видфля, что равсиатриваемый заковъ вфренъ для 

4 биномовъ; слхВд., по довазанному теперь, свъ вБрезъ для 

4--1, т.-е. дли 5 биномовъ; если же онъ вфренъ для Б бино- 

мозъ, то онъ вЪревъ и для 5 бавомоБъ, ИТ. д, - — 

Изложевное разсуждене представдяетъ такъ называемое «дДо- 

казательство оть ж къ т--1». Оно часто употреблястея для 
показашя общности какого-нибудь правяла или СРоЙства и 

332. Формула бинома Ньютона иея свойства; 
Предположимъ, что въ доказзнномъ нами раБеногьВ: 

(2--а) (2--Ъ)... (2-8) ==57-|- Ва -1-|- Будт 2 Зудт -9|-‹..-- 5, 

ве вторые члены биномовъ одинаковы, 7,-6. а==0==6==.; ей, 

Тогда дЬвая часть его будеть степепь бинома {2 -- а)". По- 
смотризгь, во что обратнтея коэффищевты 8,;, 5.,... 5... 

Козффищентъ 5,, равный а- 6 --с+-...--Ё, обратится въ 
‚та, Коэффишенть 8, равный аб -|- ав -1- иа-|-..., обратится въ 
число а*, повторенное столько разъ, сколько можно составить 

сочетаю А изъ т эдемевтовъ` по два, т.-е. онъ Ор БЪ 
т (т —1 
и) аз, Ковффищенть & 5 ‚ равный ве --ава--. а `обра- 

тится вь число а*, повторенное столько разъ, сколько можно соста- 

т(т —1) (т ов. аз 

1.2.8 - 

их. д. Наконецъ, кооффащенть В; сраный, 9 ..№ р 
ТИТСЯ ВЪ @”, | ВА 

1) Это доказательство ноз, также „математической ‘андуетейв“ изм „совер 

менвой пидукщей“, бъыфтимъ, что въ предылушщихь гуавахь ‘этого учебника 

неодвотретио представаялся случай примреить доказательство от т къ -- 1 

(напр, при вывол® формулы кводрате мвогочлева, $ 158, формулы для любого 

члена прогрессом, 5$ 279 в 284, формулы сложаыхь процезтовъ, 8 318, я др.) 
Мы етого ве кыльли тольно река простоты изаожевя, 

ВИТЬ оон явъ т элементовъ по 3, т,-е. въ —— 
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о нь, иы получен: 

ие" Спа аыи-.| 

т(т— 1)... [т — (в — 1] те р Ро иен 
‚Это равенство изв\ство, какъ фориула бинома Ньютона *); при 

чет, многочленъ, стоящий въ правой части формулы, наз, 

разлощенемъ бивома. Разсмотримъ особенности этого многочлена. 

1} Покаватели буквы х постепенно уменьшаются на 1 отъ 

Перваго члена къ послфднему, при чемъ въ первомъ чденВ пока- 

взтель х равенъ показателю степени бичома, а въ послёднемъ 

‘оНъ есть 0; наоборотъ, показатели а постепенно увеличиватотся 

на 1 оть первато члена къ послфднему, при чемъ въ первомъ 

член® показатель при а есть 0, а въ последнемъ онъ равеяъ 

показатено степени бинома. ВелЁдетв!е этого сумма позазателей 

при хиа въ наждомъ членф равна показателю стелены бинома, 

2) Число всфхъ членовъ разложеня есть л-{-Т, такъ какъ раз- 

ложене содержитъь вов посдВдоватольныя степени а отъ 0 до 

т включительно. : 

$) ЦКозффишевтъ 1-го лева, ававь В гоэффишевть 2-2 

члена веть показатель степени 6 зивома; ` кооффишентъ 3- -го 

элена представляеть Число сочетавЙ изъ т злементовъ по 2; 

козффишеатъ 4-го члеча — число сочетаяЙ изъ т элем. по $; 

вообще. носффищенть (п-Р 1)-го члена есть число сочетан изъ п? 

элементовь по п. Наконецъ, козффащевтъ  послёдняго члена 

равенъ числу сочетай изъ т элемевтовъ во 1%, т.-е. 1, 
‚Замтимъ, что всЪ ати коэффяшевты. ваз. биномальными ко. 

эффищентами, 

’. &) Исоань Ныоуюнъь; вивменитый ангаси ‘изиенатикъ, жиль 01% 1649 в, 

по 1727 г. Формула бавонь во тольно для # иЗлаго позожитозьнаго, во в для 

отрозатольного и кробхого, была вкъ указана осоло 1665 г. Олпько строгаго‘' 

хоказательстяа вл ощъ вв халь Для плыть полокчтегьяыхь нопязателаей фор- 

муха быга оворвые доказано Якозомъ Бернуля (1954—1705) съ помощью творы . 

‚ соединен. ра м 
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4) Обоямачан кажчый члехъ резножентя буевою Тсь ияф- 

дою ипиву, указывающею ыфето этого члена въ равложен!И, т,-е. 

цервый чдееъ 7,, второй членъ 7, и т.д, иы можем вацисать: 

р =... п 0-1 
Та виа м 

ыы х= — 
,.- 1" {» 

У 

Эта формула представляеть с060ю оби члень разложен!я, 

потому что взъ нея мм момемъ получеть вс% чдены (вромф пер- 

ваго), подставзяя ыз ифето п часла: 1, 2, 3.,.7. 

5) Коэффищенть 1-го члена стъ начала разложетя равен 1, 

козффащенть 1-го члена отъ конца есть Си, т.-е. тоже 1. Коэф- 

фищенть 2-го члена отъ вачала есть т, т.-е, Сы коэффищенть 

3-го чдена отъ коица есть (7; но Сл == Си "(8 329); коэффя- 

пцентъ 3-го плека отъ начала есть С1 а $-го члена оть корца 

веть С" но’ ба = СЪ п т. к 1). Звачать, ' коэффищенты 

чязновъ, одинаноБб улаленныхь оть нонцоеь разломешя, разны 

воду 660, 10... а ЗАЗ _- 
6) Разсматривая бипозйазьные козффищенты: ‘ 

ах”, 

т) м-в 
ый: 2 ЩЬ 1.2.3 ? 1.2.3.4 т 

вам\чземь, что пря перетол» отъ одного кооффищента ЕЪ сл- 

душщему числители умвожаются на числа в0е менъопя в мевь- 

иНя (ра т-—1, ва т—2, на м—3, ит, д.), явнамеватели умно. 

жаются на числа вое больпия в быльния (на 2, из З, на 4 и т. д.} 

Вслвдствю этого нозффищшенты свечала возяастають (пока миро 

жителя въ числителв острются больтимя соотаЪтствевныхь 

ипожителей въ знаменатель), в затЪчъ убывають. Такъ какя 

козффешенты чаеновъ, рарноотстьящихъ. отъ конновъ Строки, 

оливаковы, то члень съ намбольшинъ нозффищентомъь махсдится 

посредниЪ разложеня. Пра этомъ вадо различать дра` случая: 

первый, когда показатель бивомя—число четное, и второй, когдя 

онъ-—число нечетное, Въ первомъ случа число всбхъ членов” 

+ 

*’'№ Вообще, у (п -- 1)-`о чзена оть иачята возффицнвуь етуъ См; 4-11 

чзехъ оть конца аанвмаоть отгъ вачазь ряда мото (8 4-11 — (& + 1) 1% 

=. т--в 4+1; поэтому его козффищекть воть С ^; но Сия: Сы"; од. 

‚боеффидечтм у этихъ чаутойа охяваковы. 
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разложения шечетнов; тогха посрехимы булеть одить чует оъ 
наибольаримъ коэфрашентомъ, Во второмъ случаВ число в^Ахь 
Члеловъ четное, и такъ каКЪ коэффишевты члевовъ, одива- 
Койо удаленныть сть коБдовъ разложеяя, оцянаковы, то по- 
един долины быть два члена ‹ь одвнаковыхи ноль“ 
шимя Бозффизментакя. 

Прим ры, 19 ое: 461? -4- бочх* -|- 4077 +0 
2) (х Е ет 

ой | я а. а 

"9 зь а двухъ радомъь стояшакь чдековъ: 

ттт)... в —®— 1], 
ии, 

. | „1 {т-- 1)... (т — (в— 1] (®— 2) 
И мои ль ды нии аот-тЬф, 
т 1.2.3 ве 

евдуьгы чтебы получить козфоищекть слёдующиго члена, доста- 
точное ноэффищенть предыдущаго члена’ узнокить на поназятеля 

букзы х въ этемъ чаенф и раздфанть ка чиссе членевь, ыы 
струющихь юирольляеному. 

Это свойство возффришентовь визчительно сбаз чать ра хо- 
жен; ТА, полъзулеь виъ, моменъ сразу писать 

‘е-а == 5 -- Та? -г 210%" -|- 350%. .. 

и члены хо середины ряда, остальные похучикь, 
основываясь на свойстав-5-кы “о , 

„+ 35045 -- 219'2* 4- Та 4-8. 

8) Суныа всфхь бикомальныхь асэфтищантонь равна 2". ДЕЙ. 

ствительно; положивъ въ формул бинома $ = 6 == 1, позучиые: 

— 20 ==. ] о 
жары ыы —_ т Ре -+ь, 

‚8 Вам иь въ ан бинома у: ЫООНЯ © НА —- р дохучьмь: 

ат т — 0+ Ве пря. 44) 
к. (2 ея ина = — аа -+- ино ст .. «ны Гу, 

и оШВк "въ равзожени {# — в} онака ыы й —-- чередуютси, 
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10) Положивъ въ Посяфлнбмть ВНЕ х==а= 1, НАЗОДИмь: 

С (1, 
Т.-в. сумиа бинощальныхь. нозффищентевъ, стоящихь на нечетныхь 

мфстахъ, рэвна сузыЪ бо лЬныхь нозффищентовь, стоящих а 

четныхь ифстахь. ‚ 

353. Прантичесня преемтъь, Когха 2 и а озлачеють ь рава, 
либо сложный азгебраичесыя выражены, то, для удобства прамзнен!я фор. 
мулы банома, обыкровенио поступать таяъ: пяшуть въ одной строк] 

козффишеяты разложения: похь вима, въ другой строкВ, соотефтотпуюз я 

степени ©, Т.-0. 2”, 27-1, х%—3,.., 1 (ихт улобыве писать, вачиная съ сонпа); 

под ниии, въ третье строх®, соотв®тствуюпия степеяв а. Тле, 1, а, а? 

5'....0”; в357%5ъ поремвожають соотифтотревные члены трежь строкъ й 
полученных произазденшя совданяютъ знаком --, есяя было дано (т + а)”, 
и пооеремфнно знаклыв -{- и —, воли бызо лаво (х-— а)". № 

Для прамфра отыщемъ разложене (42302 — ЗМ: : 
д: 2. 2.4% .6. . 4 1. 

З5боЗаа бов 16045’. 4 СЕ 
пох с в" 27 вп 

‘35: — 96 — 168 + - ВадойрАыв — дабы [Е + ВН, 

334. Прим Биэне Формулы бинома нъ много. 
члену. Форчуза бяноха Ньыпиона позводаеть возвьтиать ръ стена 
трезчленъ в вообще иногочленъ 'Гакъ: ; 

(а--5-+е)1 = (© +8 4+ с = (4+5 4+ 0-46. еще фа 
Разложавъ (в -- В, (в + Ь% (в {+ 5), оковзательво получныъ: 

(ооо ой 4 4006 байья +. даб + 4990 + 1даме 4- 105% +4 
1 ++ &03с1 + 12252 4- 6203 {- 409 -- 45 -- га, 

335. Сузлма одичамевьхь степеней членов 
эрыеметичесной прогрессйм. Укажемъ одно изъ интер 

свыхъ примчен! формулы бивома. Пусть пузенъ ое. ПРОТИВ 
ею, содержащую я 1-1 чаеновъ: о Е 

| —а, 6, в... Ё, 1. , 

ЕБеля разность ея а. то рае в==5--4,... {=#4-9. Возвысив 

вти равенства по форуулВ бивома Ныютова въ ж--1 Е солучомъ 

слввующихь равонстьь , у 
т а 2 

НЕ: етроа. 42—18 ен а". 

| ине буажнемичы- прил еь- 2-1. о, 
о. . ре ьанень т 

нара" неро к-р... ее, 
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Сложивь зти равенства и положивЪ для краткоети: 

бе = бб... &", 

ий о бу =а-ны-е...-- А, 

получимъ (алець! $41... &"+1 сократятся); 

Ааа ат 4 (т -|- 148 а... ‚рат. 
и Этого урапненя и 3», если извВелны бит, би-о,., .5. 
т посдфловательно в =1, 2, 3... найдень т потомъ 9, затьма 
% ид р 

336. Сумма одинановыхль стеленей ов 
натуральнаго ряда, Примънивь выведенвое дъ предыдущемт 
параграф уравнеше къ прогресс: 

—1, 2, 3, к "+ й 

® 

получинь; | И 

иен 1 = аь + - и. 
Полагая т -==1, найдемь: 

(п-- 1: =1--25, 5; откуда: Беер. 

При 8 =2 получим: , м 

| (тр =1435,1-89. -в21 4-35. : а Ре 
= : 2 откуда: ‘5 Сы 1} ы в) _ 3 У 28 -- о +8 _ 

ла принт (® + вт. 

ие 1) А Аа. 

3. 5. 
` 

При т= 8 находимъ: 

{э + Е 64; -- 45, + я=1 ааа -- $) 2-1) 

+ 2я(* + П-в 
4 $ иж 

откуда: а — =. Ш: = (“7 =5и. 

Полобнымь де образомь хожно было бы вайти 5 ит. д. ' 
Формулы для ж=1, 9, з подезно запомнить; 

`_ п --1 
16. Сумма, 5, ‚первыхь степеней == 1 ев 2--3 т ..-- В о. : 

у 1 
20, к: 9 КАВЛПЯТОВЪ =1 1-28 + ое к 14-2--. + п!.7 ив . 

. 8 
1 

3, "Ся 53 нубов а. я 23 = =[" 5—7 иго у = 8). 

— 
А. Кгселевт. Алгебра, 
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_Непрерывныя проби. 

’337. Опредъленеь Неплерыеною или я дробыю на- 

зываотся и вида: Г. 

т, в короче: аа на ее и. 

, =, тет Е 
и Е" им. 

„+——- 
“. 26 -ь- о: 

гдв ыя06 число а складываетен сл; дробью, у которой числятель 

веть 1, а знаменатель цфлое число а,, сложенвое съ дробыо, 

у которой числитель есть 1, азнаменатель ифлое чиело Ч ‘вло- 

жменное ©Ъъ дробыю, Ч т. д. {всЪ п®лыя числа предполагаютея 
уоложительнымя, числе и можеть "быть О и 

у 

и Е. о 
‚ Дроби: -; 3, — и т. д. Нав. боставлиющими  дробами. ав 

т а.’ 4’ а, 

звеньями. Непрерывная дробь. ваз. конечною или безконечною; 
смотря потому, будетъ ли у чея число звельевъ конечное или. 

безконечное. Мы будемь И сначала, тоько ре 

конечных. о Ты о 
Написанную. ныше непрерывную О. оократошно ие | 

зають лакь: ‘.° 
а —- о А, а, 9:4. 

7’ ‘ 

Напримвут, дакба: 3. а 2+ ее ее. 1+ ть т 

т а, а (№ к ы , Ч | 8 1 

сокращенни пзобраватся: (3, 2, т, 3) Р (9,.2 2, о 47). , 

338. Теорема. Всллую конечную непрерывную т манно 

обратить въ равную ей обыкновенную. ^',. 4+ 

Док. Непрерывная дробь представляегь собою раль аривые 

хаЧескихь дБйотьй вадъ овлыми а дробвыми чиелами, а именяо 
сложения (указывается знакомъ --) и дбаешя ( ‘указывается Го. 

ризонтальной. чертой); если данная непрерывная ‘дробь конеч 
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ния, 10 ‘число этыхъь дАйСтвй конечно, и мы можемъ их ‘вы. 

полямть. Въ результатВ получимъ обыкиозенную дробь, ие 
ее и ти ю непрерывную дробь: 

—, 8, 1, 4 ==2. > р 

+ в: . 
ни ы , - & 

; Ироияводимъ указанныя дфйетни: 
: ь ., . 

4 а 1 19 д 4 3 5 “> ' [5 

-> - А-З з -= я -- о СЕ ‚2 о = 

Я Ст 

` Это м есть обымшновенная дробь, равная данной непрерывной. 

$59. Обратная теорема. Всякую положительную обынио- 

сенную д00бь можно обратить (развернуть) въ разную ей нонечнуя 

‚впрерывную, | ` о ‘ 
, ‘ 

док. Пусть Авча обыняовенная положительная дробь =. 

Меключивь изъ нея цБлое число, полу чин: 
г.в 

А г 
ры т з 

к а 

‚тб а Е ще чаганое, . з у ОсТатоЕъ ОТВ а А на . 
, . р „$ Ю 4 г 

(азы еб 2! правальная, то е=0 'и =). 

.. Радолиь оба члена дроби Я А > получамь; 

ра ! 
ое д ще х 

В. —.А" г. 
о 

: 

`В а, веть оо чзстное, & 7, --оотатокъ отъ дълена В ва «. 

”, 

Раздызирь тт члена 209008 —- на,» получим: 

ИА 3 1 
ий 

р 
ы ба +? 
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ДЬ и, есть цфлов часенов,. ат. ослаловъ оть дфаешя #. На, и“, 

Продоская этотъ прие затБе, "будем ПоВДОВаЫТ р". 
Дущхь: я а. 

"Табъ какъ Вели, и. и отр чиела воБ пфлыя, 
то, продолживъ этоть премъ достаточно далеко, мы дойдем», 
‚очевидно, до и остатка, который будеть равенъ 0. 

ри 1. 
“Пусть = 0, тие, Ата. 

°Яд--9 а 
' 

"Тогда, путезь подотановки, мы получимь конечную пецр” 
рывную дробь, равную данной ОакОЗаНи т, 

4. 7 | 
прану =а- за е-- т: тар 

ы В. ыы 1 
ее @-г- к а, 1 . г, а в а»-|-*.. 1 

ь 1, у Ча. 

Зам чаше, Мзъ раземотрёая’ этого према савдусть, 

что чпела а, а,, а.,...а, суть цфлыя частныя, получаемыл при 
поелвдовательнохмь дёленш .4 на В, потомь В на первый оста- 

‚ тошь, перваго остатка на второй, и т, д. (иначе сказать, это 
‚суть цвлыя частвыя, получасчыя при нахождени: общаго вай- 
ботыпато дфлителя чисель Ап В спосабомь посл®; довательнаго 
дфленя). Велфдотые этого чиела а, а,, бы наз, частными 
непрерывной дроби, 

Прим ры, (о 
. Е. о а 40 

1) Обратить въ исярерывную дробь чисно = 

Такъ какъ ^° В 30 то о С т. 1 
о 47.6 2) | „1... ры 1. 

6'5 5 . * я 1 5. 

511 
05 
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7 
2} Обратить въ непрерывную Зробь. 916.10 5 150" 

‘Такъ вакь > Е ПО ТА 
"т © 1 120 М-Н я. > 
т] п ь - . 

07: кт т с и 

340, Подходяиия проби. Если въ непрерывной ‘дробт 
вожьмемъ яфеколько звеньовъ съ начала, отбросявъ ров осталь: 

ныя, и составленную ами непрерывную дробь обратимъ вт 

обыкновенную, то получимъ такъ пазываемую подходящую дробь 
Мервзя подходящая дробь получител, котда возьмемъ одно пер 

вое звено вторая--котда нозъмемъ два первыхь звевз, в т, л 

`Тавимъ ра для непрерывной о .. 

В: — 1 ] нервая подход. дробь есть... з, | 

. На. 6 2 5: = 9 

стораи. За» - 
Ей Аа 1 а : м ее р 

третья | 21 а 
мт ПВ = 

“Четвертая подходятая дробь предетавить въ отонъ ПИ 

точную. велнянну непрерывной дроби 5. 

Нотда въ непрерыюной яроби петь. лзаго числа, то перва: 

подходящая дробь сеть 0. ‘`` | 

341. Закенъ составления подходящих ` про 

бей. Составинъ для нопперывной дроби (а, @,, @,, ау...) первьх 

три подходящея дроби: з 

@ ва --1 
ыь 2 нае ЗВ 0 а арии, 

1 | - 1 ь в‘ _ в а --а--а, 
3} 9----, 1 =0- = = НЕ 9 Ре 

) + а,--1 | а, ры м т а,“ ь--1. № 

И _ ЕО т. 
ап, 5-1 
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Сравнывь третью Подходяшу ю дрмь «ъ двум верИУМи, ий 
мбтимъ, что числнтель третьей подходящей дроби нолучитси, 

если чпелятеля второй ‘подходящей. дроби умножимъ на 6001- 

`чытетвующее частное (т.-е, на в,} и къ полученному произве- 

денйо приложимъ числителя первой нодходятей` дробв; внамо- ° 

натель третьей подходящей дроби получится подобнымь жо 

образомъ изъ яыменателей, предылущихт. дВухЪ и 

дробей. ‚ ̂ а ай а 
же ъ, что Отешь : законъ а ко веякой | ‘подхода: 

злей, дроби; охвдующей, за, торов. | 
.\ 2 

„Теорема. Чтобы получить числителя, в 14 в о иЩы 
дроби, достаточно числителя п-й подходищей дроби умножить на 

соотвьтствующее частное (Т.е, на а„} и къ произведеню приложить 

числителя (и — 1)-й подходящей дроби. Знамематель (п 1-й ‚пор 

ходящей дроби подобныеъ же способомъ получается изъ зизменате- 

а п-й и (п 1-й подходицихь дробей. — . | 

^ Употребимь доказательство от. У-кь (#41 т.о. Докажем: 

970 если эта теорема привфнима къ „-Йй подходиней дроби, го 

она принфнима и къ (я -- !)-й подходящей дроби. , 

„ Обовначимъ }-ю, 2-ю; 8-ю ит. А полходязуя троон носа 

вательно такь: а И 

Л 7% и ро "В. р 

. 9? т ©, и б--° в,’ ' фи. , =. Е 

ы зам тимь, то а нъ частный бу дуть: 

а „6% бы. 8., аа 2 а Сл» . 

о что вфрны равенетва: 

Ра Рианна = №: @, = Эл и $. и а те (1) 
} т де я 

| м юны р 
и, сиовалельно, ‚т и и — :9,=' й (2) 

| 8? 1 и т и м. 
! ь В О щий ы*. 

Докажень, чо ВЪ таозь ету чаЪ 6 детъ Ве равенство. 

ба ПР, | 

Фа п бан че Фа" 



усматривает ч что (и--1)-я подходящая доб получится изъ в 

сз въ ‘послждней замфнииь число пи на сумму аа, 
@» 

Пони равенство [2} даетъ: ие 3 

1 
. Реле -- 3) -Р.. 

Ри: “, ря 
2“ з 2 .-->---— и питон — 

*}.1 , 9 [9 [ея )+ 0 
В В * а! О 

Расквывъ скобки п УВОЖИЪ оба члена дроби на @„, по 

лучимъ: 

Е че ие р. к НР Рана С и лы 

ыы да, ла,-Е - @,-:-Ё. Фа, (@.- И 9 у и-- 9_ ®„— 

‚ Принявъ во’ вниманрю равенство (1), ‘можемъ окончательн 

написать; ; : р 

| а Я —= Р.а.-- 1 

_б»- р — Фыа»-р- Ча 

| Это и есть равенство (3), которов требовалось докавать, 

° Таквыъ ‘образомъ, если доказываемый законъ взренъ длу 
-Й ‘подходящей дроби, тс онъ будетъ вбренъ и’дла в-- 1) 

подходящей дроби. Но мы видВли, что онъ вфренъ для 3-Й под: 
холящей дроби; селФд, по доказавному, онъ примнимъ Длу 

+-й подходящей дроби, а сели для 4 , то и дан 5-й и т. д. 

Прим Ъръ. Составамъ 0 подходащия дроби ля ‘овдуо 

цей непрерывной: ре о | 

а И те м 
‚1 г балы 
та - 1 з., 0 Ь 5). 

’3 +. а: 

= еее 
8 - 

=‘ А "а 
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‚ Вычислен!е всего удобнфе. расположить такъ: 

Щелья частвьи: °? |3[2|[3| 1] 
ром, 2'3.1125196/ 1111641 

г о. За. 918140 281 
ыы ДВЪ подколящя ОЕ павдемъ непосредетвенно; эт 

7 и 1 3 
будуть 1 и-. Остальныя дробя, получит, основываясь на дока 

о 

занномъ о Для памятя разифщаемть въ „верхней строк 

пфлыя частныя, съ 8-го до послфдняго. `. “о р 

342. Теопвема. Точная величина цонечной непрерывной дробу 

заключается между всяними двумя послЬдовательными подходящим 
дробями, при чемъ она ближе къ посльдующей, чфмъ къ предыдущей 

Док, __ имфемъ и: непрерывную дробь: 

ы (а, а, а, аз а ба а) = А, | 

величиву которой обозначимъ черезъ „1. Возьмемъ какя-нибул 
три послвдовательныя подходялия Е 

ы Р, а Ра 

9.’ д, о И. 

’ По доказанному въ предыдущемъ параграф: 

р Р в Рае Ра. 

о ыы. ‚Ча, т 9-1 ` 

Если въ ‘правую Часть этого равенства рывото а, Вотавимтъ 
== (аа... ее то лодучимъ точную величипу А нопрорт- тя 
о значить:, .,. р 

РР, 
о ет Фу 6.’ 

откуда: ` 40.у-|- Абу = у-- Ра. 
пли о 495 —Ри=Р. 1—0’. 

|: а | 9, (4— <) = 91 (= 2 | 
. *— #. 

Изь  посяднлто АВВ можемт, вывести 40а их 
заключенная: 

1) Такъь какъ числа у, 9, п 9. пеложительния, то разности, 
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стояния внутри свобокъ, должны быть одновременно золожи. 

тельны, или бчвовременно отрацательны значить: 
`. 

Г. если А 0, [ ести А— № < в; 

| р ‚®, к Р <, | 

„Г ли = — А 5. тон Ра — 1.20 о - 
С если А>> 28, | ры [ если 1 

Т-е.. В ы 

| тои А.‘ о Гон < 
‘в-1 | 9, 

Следовательно; воличина 4 заключена между всякими двумя 
` поел довательными подходящими дробями. 

. 2) Такъ какъ у>1 в ©9>0,., при чемъ числа О и 0 
ев. то ИЗЪ ТОГО Же рарснстра выводимъ: 

6, 9. 

. И ЗИ й | ` у '/Р... ы | 

абс. вех. (4 - 5") < абс. вел. ( я. ы 

< ‚м-\ 

р. трей 

отоюда савдуеть, что А бднае къ =", чБУЪ къ в Что п 

зробавалось доказать, | ы а. а °, 
Е 2, 

: Зам чан:те. Такъ какт.,. а >, т.-в. а >> т 

в ие 
>в, } А<й 0, › ит. д, т.-е, точная величина не. то А<р 

И а болфе всяной подходящей дроби нечатнаго орк 

и менфе всяной подходящей дреби четнаго порндна. г, 

343, Теорема, Разность между всякими двумя рядехъ сто“ 

ЯЩИми подходящими дробями равна единиц, взятой со зникомъ -- 

или —и т на произведен? а этихъ подходя“ 

щихъ дробей. › и .‘ 

‘Док. Тажъ какъ Рин — в - 9 сл, ", 
., &н-- а - я | 

по очевидно, что зизменатель этой размости уховаетворяеть тре- 

бованию теоремы. Остается доказать, пто мяслитель разенъ —-1. 



Е Зи 

Тякл. намтъ: Ан =. Ра „@ “ —. й’ 2-4 :и “), ре не нь 2 г ое 2} 

то №, ®, — а =(Р. „а, Р в. 4) 9, 19. ие -- 0,:.) _ 

=. 0.--Р 9. — Оу, а, “9-1 Р, ас 9, =— Ра . 

Зы ражевте, а въ скобка: хЪ, продотовалеть собою чис. 
ыр 

лителя дроби, ‘которая ‘нозучится оть ВЫЧтАВИЯ ъ т т * ДрОбт 
я | 

Е Сяфя,, мы доказали, что › абсознотная величина числител; 
&н-1 . ь р 

ь 
Р Р.: 

Ароби, поручаемой ̀ отъ вычитав]я и т изъ 2 }` ы равна абсолют. 
из ой 9: м-р ^ . Е 

ной ‚Ве; ин числителя ` дробв, получаемой эть вычитаяйя 

в 
0 «2 УР О $ ДУ и словами; `` абсомютная. величина мисзи. 

Е без 

толя оби, получаемой, отъ эыатан я одной изъ ‚другой доу 

ряломь стоящихь подходящихь зробей, есть числе постоянное 

для вофхъ подходящихь дробей. Но НОСТЬ между 2-й и 1+ 

ИН дробями есть. во 

1 а 
(@- > р 

а, Е Ч, ‚ 

| й а. ое 
Слфд., чнехитель ‚разности между всякими двумя рядомт 

стоящими ода Арам, по абсолютной ‚ своей вели 

чинЪ, равенъ 1 бот о 
Такъ, если 13я1У а, "ризодьнвьй "на ‚ брал, 395, ж 

найдемт: : : 

‚блфйствй ь ‚Волная подходящая “дгобь’ есть ̀  дробь. несонра 

'Р 
тивая, потому что если. бы ‘дробь: гы та бычъ сокращено нз 

‘котораго джлахеля >} по- разность г О —Р.. ©, д 

залась бы ча т, что Е такъ накъ ›ота `разнослт 

рава 221, .. : А о 

‚й. ели. ‚вето точной ‚ ВеЯИчиНЫ новый ` дроби вовьнеми 



Р. 
подходящую дробь а“ то сдблаемь ешиону, пельную наждаго из 

твехь ЩИ чибель Чи 5% 

1 о 1 

Оби” 6.0.9’ 9" 

Луйетвизельно, если А есть точная зеличина непрерывие! 

Р. РР. тя 
дроби, то разность 4. — ВУ чаеленно моньше ры а — 0, 

й ъ & Е } 

р : 1 
аосодютная В которой, пе зоклзавтоль рализ = 

% нех -1 

Съ другой барон такъ вакъ 9,1, == Фа, + О, гдБа 1 

то 4:20, т Я; ся, | 

9.8.450, (9--0 22 0 
хх 42-4 о бит= Ее ел 

‚воз ябсол. иеличияа мн 4 р ны у Я НОО А си. ВЫи9И — 9 { м Ил м НЫШо СХ 9 О р 

Накенепь, такъ какъ 9: > 9, чо ( ‚6н9,> 0 ‚и потом 

1 т ; : } 

и. в, - п" : ь 

и ТЫ Олл. абсолютная величина, ‚разности 4-2 леныие аз" 
из 

Изъ трохь указанныхь `преджх озъ погрышное ты самый менъ- 
1 не - 

ив веть 0: но &го вычиелене преднолатаеть, 9то зчаме. 
41 

ватель подходящей дроби, сёдующем за той, которую. мы при 

пали за пьибликене, извфетенъ,. ато не всегда ныбетъ мфет. 

. т 
а предБла можеть быть вызолнево тоЯЕ 

9.4.6.0. 
го того, КОГДВ извфотенъ знамелахе ль предыюетвующев одко- 

‘ВР 

джей ̀дробя. Котдь же из въства одна полходяшая дробь 5, 

! 

воЗовио толко ухдовыю аа поееааоския дз 



а 

Напр. если мы знаемъ, что ифкоторая Е двоб! 
= 

45 
данной рр сеть тт» ТО можно сказать, что = 

1 

те 
ть р дроби есть, напр., 8, то можежь сказать 

т : точно д 

Боли, Кром того, знаомъ, что знаменатель продше. 

25 
ог точно до и тЫ = . Наконецъ, когда еще знаемь 

что знаменатель слфдующей Е дроби есть, напр., 87, 

45 
т” Разнится отъ точнаго значения 

1 1 
непрерывной дроби мене, чБуъ На 17. 57 — 255 

Г 344, Теовема. Подходящая дребь ближе въ точной воличинь непреры 

ной дроби, чфиъ зслкая другая дробь оъ ТЕН мо в въ кеньшимъ знаменателемь 

Дов. Лопустимь, что существуеть дробь ® $’ мон8о а - отт 

то иожемъ ручаться, что 

зочной величины вепрерывной дроби „1, чфъ подходящая хробь Я, зи 

пусть 9« 0,. Докажемъ, что это предположене невозыожно. `_ кат 
Р. Рь- Р, 
5 ближе къ .1, чжъ О а и > блиле къ 4, ч\ в то, и подавно, , т. банке 

я ИЖ 

а тазъ вамъ, хром того, = заклочается можлу 2 о 8 с 
9. „1 в 9" 

то абсолютная величина разности о, - _ Я: больше абоолютной величины 

Р„- 
разности ® $9. 2; оначить, обращая внима! только в», абеолютныя вели: 

къ, чёчь © 

чЯы, БОНВУЪ ое Ы у 
р ад — Ра ` 

99-2 60а \ 
0 ы--1 2ОФа-т. : 

Поремноживъ почленно эти неравенства (беря только абсолютных води. 
чины), получим: 1 > аи 6Ри- ие ? : 

_ Чакъ кахъ Я и 0Ря--: суть числа излыя, то это норавенетво всз- 
можно только при услов/и: 

‚ ; 80-1 Ра =0; откуда: 6 = р г: 
ил, 

Но это равеястяо иепозхожно, такъ какл» по уехиотонению» ь бе 

полходтъ къ 1, чих 20 ; тета. как — пе доглзалпому 8. "Зае), 
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р. 

больше разкатся оть =, ЧёНЬ п. ‚ Цевозцожностр р пы 

невозиожность ехфланнахто предположения Е Вы а: 
’Изъ деказанной теоремы охфдуетъ, что подходящий: дробя прфставуяють 

проотьйши виды приближен съ точному значению непрерывной дроби. 

345. Обращеве ивращмональнаго числа въ без- 

конечную непрерывную дробь, Теорема Ё встое 
положительное иррацональное число & мощегъ быть предстазлено въ выд вы 

ры: р . нео ‚ , : и а 
1 

п=0--— 1 1' = (ар а», + @п-1, а), ^®. ем р - : -. Е 

въ ноторомъ буноы а, а, и)... 9—1, Фзначають чибда цблыя воложи“ельныя 

(при чемъ а можеть быть ин 0) в воторыхь число п можеть быть ваиъ угодно 

велико; буква ве х означаеть нфноторое положительное иррашональное число, 

большее 1. , , 

Док. Нусть ванбольшее цЪдое число, заключающееся въ >, есть а (если 
2 <, то это цфлое число равно 0), Тогда т можно выразить суммою а $ <’, 
тд 2’ сеть взкоторое погэжитедьное ирращенальное чо менощеев 1. 

1 
Предомь 50800 ЧИСЛО х|, связанное съ" ураввенемь; # с | | : р 

‚Тогдо, п, долЕНО ‘быть положательнымь ирращональнымъ УСМ боль- 

шихъ 1, и мы будомъ инфть: 

‘ 

1 
а=а---. {1} 

Я В 

_ Преобраауа ы. такь, какъ бызо сейчась сдфханио съ. 2, поучить 
"цу 
Е # их 

БЕ и. в ‚© 

тАВ а: ебть `ваибольлее целое число, заключающееся ВЪ 2, то чвело 
больше 0), а х;- ибкоторое ООВ число, большее 1, Въ свою 
очередь можзиь положить? 

н а г 
й . 1 и 1 й 

2. = и сы > - (2 9 . 7 Я й3 -- РИ -` | ° 9 . 
. из ват : 

‘ 
‚1 

ит, 063Ъ понца т какъ повета, будемь приходить гъ оон: 
ному ирращональноху числу 2, быльшему |}. 

Огранне зиваясь в такими равенстваии и сдфлавъ подетановхи, о 
‚Ла < :р выраженю, которое требовалось доказать, р 1 

Такъ какъ ч1с10 звеньев съ пфлыми знаменаледяни; а, а, аз.. . @н- 11 
можно сдълать панъ угодно большимъ, то соворять, что вевкое поломчтесь» 
ное нррацональное число д обращазтся (развертывается) въ бесконечную непле“ 
зывную дробь: (а, а Я» 4...) Коли примемъ еще во ^`---*^-*^ чвооему 



3 339. то можешь чецерь сказать, что всякое полоничевьное число обрищентся` 

въ ‘ивпрерывную дрябь, ввнечнуюу если 370 чи91о _ ращональнов, Г Фозирночную, 

ебла оно И — . | ре ЗА д я 

| “Теорема 2 Е  Всянов бы т. х моно разсматриветь, ®анъ 

пока  нъ ви а наогоамзьлимый ряд рае у Аробай: 

Ро В | о 
. ь о, ‚. я составленныхь дал ззнонечной вапрерывьой Крабы вы ното 
и 8 | 
рую обрашается это’ число х. ^- "`. р Гав. н ", 

Док. Выражон@е (а, @1, ву, би-л, 2. выведАняое нами дяя ана 

нахо числа <, отличается 07%, раземотранныхъь раньше конечных? вопрерый: 
ныхъ дробей только ть. что въ воелфднихь во зваменатели суть знола 

ивлыя, а въ этомъ выражена зизменатель х, есть ирражональвое число 
большее 1. Но, просматривая доказалельства теорель 5$ 841, 342 и 345, 

мн Видимъ, что БЪ вихь ниглф ве требуется допущена чтобь эцемева» 

тези отдБльныхь звеньев были непремънно цфлыми; поэтому можем 

оказать что теоремы яти прязфианиы @ къ выраженно, выведенному назй’ 

товере дяя ирратовальнатс числа х. Въ частности, вапр, мы можемтъ. 
утверждать, что величив» я заквшочастея между кожлыми двумя позхотя- 
тичи кробаями, м ато если вызото ‘точной величины © возьмюзть какую 

Р, 1. 
вибуль подходятую дробь 9. ‚ сзфавехь ошибку, меньшную д 2" ‚ Такъ 

п 

как 9. = - 9». дат бы, ао числа (7 а а че менълте 1, то, пре ве- 

а уведичениь *, Чиедо НВ возояотаеть нвогравиченно я. Сафя. 

ыы ИС 6 озпредльно; и аброзотнай величина раз- 
9 ыы ны 

. р ‚° Вы р. 

ноези Чежлу постоявнымь ‚чнодомь я перемённыхъ Числу 9. 
` 

етаточпо бОЛЬРУЬ Л двавется (и при лальнйшент возрастания п-—Фостаетгя} 
хевулие либюго положительнаго чибаа, кашь бы мало оно ви было, А. эго, 

‘при 1о- 

: ла: $ | Я р а Р, согласво опрезёлешю прелЪаа, означаеть, что пред, 6, 2, 
"ук си 

$348. Пероречесная неплерытная дробь, Тоьь 
за”. безконечная вепрерывная дробь, у которой частных повторяютея в 
вов и тей зе ‚послфдовательноетя. мы запо., дроби: |, 

'Чнотвя норролическа г: бл ушаниая пер: одичееков: 
| .1 3 ' 

РЕ тн 1 $4.;.. Е 
в ИАА 8+, 

-. Точиую величину перодт тесной непрерывной дроби можно опрезвиль 
ЗЕВалкильки обоз мъ, ие <. 
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Пусть ноль навфетно, что корь. ин чиено ж дань 

Ваза непрерыьную дробь”. `` 

в ‚ №=(@, в, а}... Фит, 9... Фр): 

Корда. очеввлно, можемь нашисаль: ‘; о 
; | 2 == (0, и а... Ч. т). 

а. 

Допух тих а. что ее есть к р. дробь, которая ноху- 
. у го р 

пм, вели мы озеаиовимая' на ие звон перваго иерюда, & = 
и! 

.” Ви 
и 1... дв предмествуюция нолходящиг дроби. Очевидно, что точизя 

‚ @+-— 

нЕ данной непрорывной дроСсй получится изъ г" 
Ая 

‘ 

р —. езам въ И 

у. . 
вой ‚вв. а в, “моде завииь ориму р а ря 

к р 
1 1 

Но Ро ы , овь ша: Ра + ое 
ЕС з В Аи 

ча > ее о И й и и =) чи 

ц р 5 

наи и. ее 
у “в -г- Ель, ии р

 Ра 

: = вые гв Е У, на, Фк-це- ие 4. ̀ Чт: аа 6,` 

ао вВядНо, 9170 < воть а црозратваго уравневя; 

| И Вт 

Это уразнеше ныйоть велественные коран, изъ нихъ Зольно сочи 

положительный; этоть корель и есть значене данной перодической дроби 

Подобнымь же образомь мощемъ опредваить точную и. ия 

ной церолической дроби. Пусть 2 == (2, ау. ан быв. В в В. Вы.) 

дв перюжщь юбразують частных %., 5» ы + бт, "Рогла, ‘прелваризельн 

вайдемь у == {5,. 6.6, В: бу... Бакъ указано ве. посдЪ чего ® опре 

АВЛОМЪ ЧЗЬ равенства: ° .} 

\ 

оВаи: и р Г 

иная В. <^, . 

“аира &руъ. Найти величину В, 

ое, 1. 
: к. 1 

8+, 1 

о” Пи 
о : 
рю сначала у 9+1 +1 + 3 , 

а я 16:23. уз Е УЗ. 
у Ро зу --- 4 “Фу =1 
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7 5 ТТ , 11а лоу’ се 

бу == Бу $ ==: 0; == ее у 52 60 183 . .у 285 ее Ю 

«ее ня тЫ 
1+; ‚9 ‚ ге‘ и 

„1054728 50 _ ти _ _ 409 — УЗ _ 
$ (15 -- 7285) --20 65-37255 166 

ГЛАВА 1У. 

Нъкоторыя приложены непрерывныхь дробей. 

$47. Приблименное значеме ‘данной асмеме: 

тичесной дроби. Когда числитоль и зпаменатель несокра. 

тимой аризметической дройп‘ выражены большими числами, 
является потребность выразить эту дробь. въ болБе простомт. 

хотя и приближенномтъ, вид. Для этого достаточно обратите 

эту дробь въ непрерыввую и найти ту или другую подходя: 

ую дробь, смотря по желаемой стелени приближешм. 

Прим оть. Зяая, что чиело т, представляющее отно. 

ве окружности къ'ея даметру, заключено между двумя. дро. 

бями: 4 == 8,1415926 и = -3, 1415927, найти аа прибли. 

женныя значеня п.’ ... и ее 

° Обративъ дроби аи вЪ  непрерывныя И ВЗяВЪ только общя 

частныя, найдемъ: п. , 

в=(3, 1, 15,1...) 1). 

7) Нельзя допуб®ить, чтобы чиело п, замтючающегся между а п 8, бу. 
дучи разварлуто ‘и? непоерюев` ю дробь, ве сохранило какоги-л0б0 изъ твхь 

частных, которыя общи числам а и >. Действительно, есдв допу тель, чго 

кавое-либуль частвое, чзпр., второе. бызо бы у числа 1 не 7, какъь уни 
а непьше Т-и, норр 6, то тогда, сразнивъ два выражены . 

ЕЕ о барр 

в. прярявЪъ 2с внима, уТО въ `нопрерывныхь \ хробяхь къ аюбому частиому 
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Подходания дроби буть; 

8 [5915381 855 
т |7 [106113 

2: г : 
\Триближен!е - было найдено "Архниодонь: оно БЗрно д 

1 1 
7.106 745 100’ Чполо т бы 
хо. указано Алраноть Мешемъ; волвъ это число витело т, де 

1 о. ый 
мЪ ‘онтибку меньп о р ; и 3 1 нов ОБЫ6* Тео во вол. 

комЪ случа меньпую Й миляюнной. 

Приблишетя Архимеда и Мемя, кацъ четваго па 
боле т. : 

343, Изалеченте ивззпратнаго новня. Пусть тосе 

бустся найти у: Ч! пра помощи непрерывных дробей. Разеу. 

жлаемъ тавъ: папбольттее ЦФлое число, заключающееся въ уй 

есть 6; поэтому можемъ положить: 

› значитт, и подавно Брно до 

1 

т С: 
1 1 РИ 

Откуда) < ==у’1 6; ео ии 

во т : р ' й 

‘Гакъ вакъ У --6 равняется 12 6ъ а, то нанбольшее 
1 

пракзадызается чисто, зенъшес 1, мы получили бы езбхующы нера 

венства: 

64 ре $7 

т.-6. Я. 

915 противоречить залам. ` оли довустниь, что второв частное у зшона 1 

будетъ большо 7-1, нзар. 8, то тогда, сравнивъ два выраженя: ° 

1 
В у о арене 1 3 еы а ны 

ыы патли бы, подобло® предылущему, 90 23а, что также противор ли 
задаю, Задяйть, пторое частое должаю быть 9, Тазие мажно разлрлатг, 

это й во друМЯ ратных, общул чпеламъ а и”Ру вохрапятся п $ млела 2. 

А Цителель Астобуа, 



т 

| 1-6 
илае число, ваключающееся въ р уй 3х. ‚ веть 2; повтому 

мажемъ положить, | 

Ве -- (2 

Откуда: И А 
у ‚5 5. 

Таиъ какъ /41--4 равняется 10 съ дробью, то вамболеитые 

| ры 1-4 з%лое число, заключающевся въ дроби "—-=— › есть 2; потому 

можемъ положить, . о 
ь ь ре | 

Отвуда: 1 уни и41 —6 ;2 == 
5__ = 5(иТ + 6 

х. 4.6 

) ИН — в 55 

Наибольтое п®лое число, заключающееся въ „31-6, вел 
1?; поэтому можпо положить’. 

бет ии. а (4 

О & 

-- в 9 == мы ныне ри ее у 
т 

Сравнивая выражене да $ съ выражешемтъ для 2, нахочимь, 
970 #5. Подьзуясь равенствами (1), (2), (3) и (4), получиитъ: 

Такимъ еКраломъ. ‚/М пыразилея бевконечнот перодипестио 



=> а = 

р. дробью, вь котором частный &, й, 12 перюдачески 

‘новторяются *). Набдя подходяия дроби, получимь. прибли- 

жениыя значеня — 1: 

| ные [221 2} а И 
`6| 13| 32 | 397 | 596 | 2049 |... 
25 | 62. [12] 8201. 

зодоонымь же образеь найдемь: иг 

И =: а, РН. 9-6, 1,8910... 
* крону дать, левиты ото ' а а 

Всп, р пиртожь, 
\ р ы ` 

_ 343. ычиотенде рана: тов,  фебтетбн- вы. 

числять Гос 8 `по осповайню 10; другими еловами, требуется 

увшить уравневю 10°==2. Спачала находимъ для х ближай- 

ше лов число, ть какъ 10° =}, а 10' ==10, то 2 заклю- 
< ы . 

: 4 
чан чеклу о и 1: ях ‚ можно шодожять, что #==7; ; тогда 

ее ила п. Не. трудно, видЬзь, что з заключается 
1 у. Е | р 

между Зи 4; ел®д., можно положить, аз 
а 

ы Е . 1. . } 

ода  1Ю=а. ба. янь.“ 
о | 1 . ь 

ы 4" И 10. „ 5 ыы 

БУДИ | 2 = тт. : ° 

` ' ". | { “ . Г 8 р 4 

.’ ь 
5 РА , % 

‚. оф. | - Я = (#): =: 

Г 

`Цоцытанемь находиыть, что ый заключнется между Зи. 

потому цажно ПОЛОЖИТЬ: = «Е 
` . ы 4 

ЕЕ". сео 0 т ` Е 
й а 

1} Можно бы бы доказать, что вопрерызваи дробь, въ которую обра 

щавтея кзваратный корень изъ положетельнаго пвлаго чнела, всегда иеро 

‚ днева, пры чем поершлъ наччяветеа со яторогл чвстнаго ы послфднее частно 

въ пеодв вавов больше яепероднчесвато чаульвго. , : 



Тора = и ) ты (5) и (2) 2 

° ./5 а 123. "128 \# 5 
откуда: (= ==: _ 1} ==155} иди (155): ==. 

Споза испыташемь находимь, что =, заключается между 
9 и 10. Этоть пуемь можно продолжать далфе. Довольствуясь 

приближенной и. 8.› МОЖОМЪ ПОЛОЖИТЬ 2) — 9% 
` 

ь № ий м 
сли. а=8--Ь о. и В 

‚оОрааняь эту непрерывную дробь. ВЪ ‚обыкновениую, поду- 
ь 58 

чим: и = =0, ‚30107. Этоть ровультать вфренъ до 4-го деся- 

| тнчнаго знака; болВе точныя языскашя дать: д == 0,3010300. 

350, Нахондене пары ршен неопредфлен- 
наго упавненЕя. Непрерывныя Дроби дать средетво найти цфлыя 

ф®щешя пеопред®ленияго уравнояя и а Покажемь, это на е26- 
дующихь двухъ прихарахь.. , Их 

Примъиъ {. 32-6 був 

ПВозьмемъ хробь т | обратимъ ев ВЪ ИСПЕрЫН 

20 х 2 
` Пайдемь теперь предносдёднюю подходящу!о дробь; пто будеть =‘ 

Такъ какъ поезтЪдняй подходящая дробь сеть точное значеше непрерывной 
а | 43 950. 

дробя, тие. а я в» подходящая дробь яёчетцаго порядка, то, на. 

25 

43 _ 20 1* , 
35 а. отвуда: О 

чтобы. УподобЕть * нося Бдное тождество данному хравненро, уинощихь 
’’ВоЪ его члены на 8 и предотавимъ его такъ; 

48.56 = 16 (5 140} 25, й 

основана теоремь 85 342 (ааа) и о мощемъ написать: 



= цирк — 

” Сравцивь теперь ото томдебаво съ пашихтъ уравпанемь, находим, чз! 
въ послфднемь за х можно принуть число 96, 5 за, у чнсто-- 180, Тогда вс 

‚- возможный рёшевя выразятоя формузаия (8 275л 

&==56 -- 553 у== — 160-43. 

Эти формулы можно ‘упростить, замьнивъ Е На #--3 (что ножа А 
велёдетще произвольности числа, #): 

в= 06 — 154 --)=И 166 уе: - 1604-43(6--3) =— 31-432. 

Примеры 2. 72 -— 19; у=5, 
[= 

т: ОЕ В ВЬ непрерывную, найдемь: 

5 == 0-5 т. 1 ПрехиосаВлняя подходящая дробь и ы Така 

1-51 7 ть Га"  какъ она четного порядка, то 1 — $- `18. та от 

куда: 7.8 —19.8 =-—1. 

Умноживъ веф члены этого равенотва на 5, позучимь: 

7.40 — 19, 1 ==5 нан 7. о (—16)=5. 

Сравнивая посл}днее тождество съ данныхь уравневемьъ, находим 
410 ВЪ ОСА АНЕН за можно ИНЬ чело —40, & за у. чиело. 5. 

Тогда, | = 40-19, э=-шючи, 

Эти ‘формулы можло упростить, заувпивъ { но #-- 2; 

в = -—40-|-191--2 2) == -- 196 у —15--18--2) =—1 47% 
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Ц. Гр. 

МОАКЬ, К. Сборяикъ залачъ для практическихь работь по физик въ средней 
школ\. Переводь М А. Савича, бодъ ред. С. О. Майзеля. 1907 г. Ц. Тр. 25 к. 

ПАНТЕЛЪЕВЪ, В. Кратк Я курсъ основъ общей и Физической химЁи для химико. 

м и промышленнихь учийниь. Съ 32 рне. въ текстЪ. 1516 г. 

И. Тр. 20 к. 
Е Р. Сборникь задач по элементарной физик. Изд, 8-е, 1917 г. 

Н. 2 р. 50 к. 

СОКОВНИНЪ, Н. Космографя, Курсъ И учеблыхь завелен!. 160 рис. 

въ тексть и картой звззанаго неба. 1918 г. Ц. Тр, 25 к. ь Е 

СТРАТОНОВЪ, В. посмографИя. (Начала астроном), Учебчикь для сродиихь 
учебныхь заведен и руководство пля самообразовашя. 256 рис. съ черте- 
жами въ секств. 6 многокрасочн. и ивЪ®тными иллюстращями. 5 стереоско- 
пическими таблицаии и зофзанов карг-Й, Изд, 4-е исправленное и донол- 
ненное, 1918 г, 11, АР. р 



—, 405 

СТРАТОНОВЪ, В, Краткй курсъ космографИи (начала астроном). Учебник 
‚ „для жеискихь учебн. зав. и руководство для ‹ Змообразованя. 1918 г. И. 4 р. 

БРОДСЮЙ, ПОМАШЕВСКАЯ, МЕНЛЕЛЬСОНЪ, РЕФОЗМАТСЮЙ, СИДОРОВТ 
и СОЛОБЬЕВЪ. Нашь м!ръ. Книга для занят роднымъ языкомъ в1 
срелней школ. Годъ приготовительный; Ц, З р. 20 к. То же, Ч-1. Ц. 4 р 
Ч. |. Ц Зр, 50 к. То же. Ч. Ш. Ц. 4 р. То же. Ч. 1. Ц. 4 р.’ . 

БРОДСКЙ, МЕНДЕЛЬСОНЪ и СИДОРОВЪ. Историко-литературная хресто 
матчя. Ч, [, Устная народная словесность. Ц, 5 р. Ч. И. Ц. Эр. 50 к. 

БЪЛОРУССОВТЪ, И. Учебникъ теор!и словесности, Изд. 32-е, Ц. 1 р..50 к, 
НЕЗЕЛЕНОВЬ, А. Исторя русской словесности для среднихъ учебныхь заве 

ден, Ч. . Ц. З р. 75 к. То же. Ч. Ц. Ц. Зр. 25 к. 
САВОДН.КЪ, В. Кратк!й курсъ истори русской словесности. Съ дрезнЪНшихт 

временъ до конца ХУШ вфка. Изя, 6-е. 1918 г. Ц. 7 р. 50 к. 
=— Очерки по истори русской питературы ХХ ока. Ч. 1. (Сь портретам: 

русскихъ писателей). Изд. 12-г. 1918 г. ь 5 р. 50 к. 
— Очерки по истори русскоН литературы №ШХ в$ка. Ч, П. Съ приложешемт 

пор:ретовъ русскихь иписателсй и синхромическихь таблиць. Изд. 13-е 
. 1918 г. Ц 4, 59 к, А - 
ГЕФДИНГЬ, Г, Очерки псяхоло и, основзпной ца опытб.. Пер. почъ ре 

Колубовскаго. Ил. бе, 1914 г. Ц, 2 р. ! 
НЕЧАЕВЪ, А. П., проф. Курсъ педагогаческой асихоломи, для пародныхь учн 

‚. телев, Со многими рисункямн и шаграммами. 1915 г, Ц. р. 
— „Очеркъ психологи“ для воспитателей и учителей, Изд. 5-с, дополненное 

{Съ рисунками съ тексть, съ приложешемъ вопроснвка для составленя ха. 
рактепистикъ учащихся и указателя избравныхъ психологаческихь сочние 
нь, Ц, 1 р. 69 к. ИВ и 

— „Учебникъ психология для срегпихъ учебныхь ваведенй и самообразова 
тия. (Со многими рисунками въ текстб н съ описаиемъ простыхь психоло 

р тическихь опытовь, Изд, 5-е, . дополненное. Ц. {р о р 
ЧЕЛНАНОВЪ, Г., проф. ВвелеШе въ филоссфйо. Съ приложешемъ вопроснит: 

и конспективнаго обзора истори философии. Изд. Те. 1918 г. Ц, 8 р. 59 к 
= Введен въ оксчериментальную пенхологно. Съ 107 рис, въ тексть 

Изд. 2е, 1918 г. Ц. 7 р. ‘ , \ №. е 
— Мозгь н душа. Критика матерализма и очеркъ современныхь учешй ‹ 

душв, Изл 6-е, 1918 г. Ц. бр. 59к. `` 4 .. 
-> Элемелтарный курсъ фипософи: Ч. 1- Учебниеь психологм для гаыназц 

и самообразования, Изд. 15е, 1918 г. Ц. З р. 59 к. : 
= То же, Ч. Н Учебникъ логихя для гимна и самсобразовашя, Изд. 9-е 

‚ ‚1918 г. Ц Зр, 50 к. И. , . 
УЛПАТЬЕВСКИЙ, К, В, Учебникъ русской истори. Иза, 15-е. 1918 г. 
МАРКОВЪ, Д. Замнски по методик истори. М. 1915 г., 159 стр. Иза, Зе 

‚ ’. исправленное. Ц, 2 р, ке : 
= Ропная истор!я, Учебникъ для высшихъ пачальныхъ училищь и младшиха 

классовъ средн. учебн. заведеьй. ХА -| 212 стр. со многими рисункамя 1 
карт. въ текств, съ приложещемъ хронологической и родословно таблици 

‚по чстери. 1916 т Тр. 80 к. ‹ Иа } .. з 
м ы Русская истор!я для иладеихь классовъ среди, учеби, завсд 

- 1915 с Ц. к. | .. 
ПУЗИЦЮЙ, В. Отечественная истор!я въ разеказахь для млацшихь класс081 

среднихъ учебныхъ заведен. Изд. 17-е, 1917 г. Ц, Ср. 80 к. 
СТРОЕВЪ, В. Н. (магистръ русской истори), Учебникъ русской истори для члац. 

щихь классовъ ередныхъ учебныхь заведен и высшихъ начальныхь учи. 
лишь. Съ 118 рис, и карзами. 176 сгр. Изд, 3-е, исправленное, 1918 г. Ц, Зр 
Снетематичесый курсъ русско истор! пля старших кллесовъ средних” 
учебныхь заведенй, Вып. [В (ло Дьмитыя Соамозоайца включительно“ 
оТЕ стр, съ 121. рне. въ уокетв. 1918 г. Ц. р." 


